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102 B 【テーマ】 「完全順列」

1から nまでの番号が１つずつ書かれた n枚のカードがある．次の条件を満たすように左から右に n枚を並べ

る場合の数を C(n)とする．

(条件)　 1から nまでのすべての自然数 kについて，左から k番目に番号 kのカードがこない．

(1) C(4)を求めよ．

(2) C(6)を求めよ．

(3) n ! 3を満たす自然数 nに対して，C(n+ 2) = (n+ 1){C(n) + C(n+ 1)}が成り立つことを証明せよ．

【解答】

(1) C(n) の定め方より，
C(2) = 1， C(3) = 2．

ここで，1 " i " n，1 " j " n を満たす整数 i，j を用いて，左から
i 番目のカードの番号が j のとき，

ai = j

と表すことにする．

また，4 枚のカードの並べ方は全部で，
4! = 24通り．

このうち，1 つだけ ai = i となる順列の総数は，
4C1 × C(3) = 8通り．

また，2 つだけとなる順列の総数は，
4C2 × C(2) = 6通り．

さらに，すべての i に対して，ai = i となる順列の総数は，
1通り．

したがって，
C(4) = 24− (8 + 6 + 1)

= 9．
(2) (1) と同様にすると，

C(5) = 5!− {5C1 × C(4) + 5C2 × C(3) + 5C3 × C(2) + 1}

= 120− (45 + 20 + 10 + 1)

= 44，

C(6) = 6!− {6C1 × C(5) + 6C2 × C(4)

+ 6C3 × C(3) + 6C4 × C(2) + 1}

= 720− (264 + 135 + 40 + 15 + 1)

= 265．
(3) n+1個の数 1，2，3，· · ·，n+1の順列において，次の 2つの場合
を考える．

(ア) 1 " i " n+ 1 を満たすすべての i に対して，ai #= i である順
列の総数は，

C(n+ 1)通り．

そのそれぞれに対して，数 n+ 2 を加えて，すべての i に対し
て，ai #= i となる順列を作る方法は a1，a2，a3，· · ·，an+1 の
いずれかを n+ 2 にすればよい，すなわち，

ak = l =⇒ ak = n+ 1

となったとすると，
an+2 = l

とすればよいので，
C(n+ 1)× (n+ 1)通り．

(イ) 1 " i " n+ 1 を満たす i のうち，ただ 1 つだけ ai = i であ
る順列の総数は，

C(n)× (n+ 1)通り．

そのそれぞれに対して，数 n+ 2 を加えて，すべての i に対し
て，ai #= i となる順列を作る方法は ai = n+ 2，an+2 = i とす
ればよいので，

C(n)× (n+ 1)通り．

(ア)，(イ) は同時に起こらないので，
C(n+ 2) = (n+ 1){C(n) + C(n+ 1)}．

コメント

時折，入試に登場するので，考え方を教えておきたいということです。
解答例はよく見かける解答です。
もうこの時期になると，クラスごとに特徴が出てきますので，生徒の成

長に合わせた授業が必要となります。
本問はそこが狙いの問題だと考えてください。
教え過ぎも問題ですが，授業しても分からない問題を教えても無駄と考

えるのも変です。
生徒が成長できないのは自分の力量不足。そういう思いをちゃんと持っ

ている先生には生徒はついてきますよ。
A，B中心のクラスでは (3)は不要なのかもしれませんが，逆に，(1)，

(2) だけだと，B の最後の問題になり得ないと判断して，(3) をつけまし
た。(3) については紹介程度で済ましていただいても結構です。
なお，(3)は n ! 2でもよいのですが，原題ママにしてあります。n ! 3

である理由は不明ですが，n ! 2ならば (3)を用いて (1)，(2)を解くよう
な変な解答を避けたのかもしれません。













111 C 【テーマ】 「最大値，最小値」

箱の中に 1から 10までの 10枚のカードが入っている．この箱の中から 3枚のカードを同時に取り出すとき，

最大の番号が 8以上で，最小の番号が 2以下である確率を求めよ．

【解答】

10 枚のカードから 3 枚のカードを取り出す方法の総数は，
10C3 = 120通り

あり，これらは同様に確からしい．
このうち，最大の番号が 8以上で，最小の番号が 2以下であるのは，取

り出されるカードが次のような場合を考えればよい．

(ⅰ) 番号が 8 以上のカードが 2 枚，番号が 2 以下のカードが 1 枚の
とき．

(ⅱ) 番号が 8 以上のカードが 1 枚，番号が 2 以下のカードが 2 枚の
とき．

(ⅲ) 番号が 8以上のカードが 1枚，番号が 2以下のカードが 1枚，番
号が 3 以上 7 以下のカードが 1 枚のとき．

(ⅰ) を満たすカードの取り出し方は，
3C2 × 2C1 = 6通り．

(ⅱ) を満たすカードの取り出し方は，
3C1 × 2C2 = 3通り．

(ⅲ) を満たすカードの取り出し方は，
3C× 2C1 × 5C1 = 30通り．

したがって，求める確率は，
6 + 3 + 30

120
=

13

40
．

コメント

おそらく，この問題以前にも生徒はダブルカウントをしているのかもし
れませんが，そういう生徒はこの問題でもダブルカウントをやってくるは
ずです。
誤答例の多くが次のようなものであると推測されます。

(誤答)

番号が 8 以上のカードを 1 枚，番号が 2 以下のカードが 1 枚を取り出
せばよいので，残りの 1 枚は何でもよい．
したがって，求める確率は，

3C1 × 2C1 × 8C1

120
=

2

5
．

(誤答終り)

こういう解答をしてくる生徒の多くは「確率」が苦手な場合が多いので，
早めに直した方が良いと指導していただければ幸いです。
なお，ダブルカウントを犯す例がいろいろあると思いますが，この問題

以外であれば紹介していただければ，次年度以降のテキストに反映したい
と思います。



112 C 【テーマ】 「じゃんけんの確率」

3人がじゃんけんを 1回だけするとき，次の確率を求めよ．

(1) 1人だけが勝つ確率．

(2) 勝ち負けが決まらない（アイコである）確率．

【解答】

3 人がじゃんけんを 1 回だけするとき，手の出し方は，
33 = 27通り

あり，これらは同様に確からしい．
(1) 1人だけが勝つのは，勝つ人の選び方が 3通り，そのそれぞれに対し
て，その人が出す手の選び方が 3 通りあるから，求める確率は，

3× 3

27
=

1

3
．

(2) 2 人だけ勝つ確率は，
3C2 × 3

27
=

1

3
．

これと (1) の結果より，勝ち負けが決まらない確率は，
1−

(
1

3
+

1

3

)
=

1

3
．

コメント

じゃんけんの計算方法は学校によって異なるものになっている場合があ
ります。
解答と同じ方法で指導している学校の生徒にはこの問題は易しい問題だ

と思いますが，全員がそうではないかもしれませんので，この位置にしま
した。



入試問題にチャレンジ (14)

N を自然数とする．赤いカード 2枚と白いカードN 枚が入っている袋から無作為にカードを 1枚ずつ取り出し

て並べていくゲームをする．2枚目の赤いカードが取り出された時点でゲームは終了する．赤いカードが最初に

取り出されるまでに取り出された白いカードの枚数をXとし，ゲーム終了時までに取り出された白いカードの総

数を Y とする．このとき，以下の問に答えよ．

(1) n = 0，1，· · ·，N に対して，X = nとなる確率 pnを求めよ．

(2) n = 0，1，· · ·，N に対して，Y = nとなる確率 qnを求めよ．

【解答】 (2010・神戸大学)

(N +2)枚のカードはすべて区別し，すべて取り出して左から順に並べ
ていくことにする．
このとき，カードの並べ方は，

(N + 2)!通り
あり，これらは同様に確からしい．
(1) X = nとなるのは，左から n枚目までがすべて白いカードで，(n+1)

枚目が赤いカード．さらに，残りの (N −n+1)枚のうちいずれか 1枚
が赤いカードのときである．

したがって．X = n となるような (N + 2) 枚のカードの並べ方は，
(N − n+ 1) · 2! ·N !通り

あるから，
pn =

(N − n+ 1) · 2! ·N !

(N + 2)!

=
2(N − n+ 1)

(N + 1)(N + 2)
．

(2) Y = nとなるのは，左から (n+1)枚目までのカードのうち，1枚だ
けが赤いカードであり，左から (n+ 2) 枚目が赤いカード．さらに，残
りの (N − n) 枚のカードがすべて白いカードのときである．

したがって．Y = n となるような (N + 2) 枚のカードの並べ方は，
(n+ 1) · 2! ·N !通り

あるから，
qn =

(n+ 1) · 2! ·N !

(N + 2)!

=
2(n+ 1)

(N + 1)(N + 2)
．

コメント

全事象の捉え方が色々ある問題ですね。
カードをすべて区別するのか，色だけ区別するのか。
カードを取り出すのをやめるのか，すべて取り出すのか。
これだけ考えても 4 通りありますね。
生徒の多くが，カードをすべて区別し，カードを取り出すのを止めるで

はないでしょうか。確率の積を利用している場合もこれと同じ計算になる
ので，かなり多くの生徒がこの方法でやっているのでしょうね。
一から勉強してよかったなと思わせるには，この問題を色々な方法で解

答してみるのも教育的だと思います。生徒によっては混乱するかもしれま
せんので，余裕があるクラスでお願いします。
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105A (1)
1
12

(2)
1

6
(3)

3

4
  

【解๑】

106A
3

5

【解๑】

107A (1)
1

4
(2)

1

6

【解๑】

108B
1

3

【解๑】

109B (1)
3

14
(2)

4

7
(3)

43
63

  

【解๑】

110A (1)
8

27
(2)

61
216

【解๑】
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