
試験時間��分　　解答解説

　曲線�\ �[H VLQ[ ��[ 
�� �と�[�軸で囲まれた図形で，[�軸の上側にある部分の面積を�\�１

軸に近い方から順に� �6 ， �6 ，……， Q6 ，……�とするとき，
�Q 

OLP

 N �

Q

& N6 �を求めよ。

媒介変数�W�を用いて�[ VLQ�W，\ VLQ�W �と表される座標平面上の曲線を�&�とする。&�２

と�\�軸が交わる座標平面上の点の個数を求めよ。
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中心が�&�で半径�D�の円板と，&�からの距離が�E�で円板に

対して固定されている点�3�とがある．最初，図のように�

&，3�が�\�軸上に位置するようにおかれた円板が，[�軸に

接しながら滑らずに回転し，点�3�も円板とともに移動す

る．円板が角�K�だけ回転したとき，3�の座標を�3�� 
[��\ �と

すると�  [
ア

��  \
イ

�と表される．

３

サイクロイド曲線�&：  [ � 
K �K VLQK，  \ � 
K �� FRVK ��� 
�� �K �S �について，次の４

問いに答えよ．

���&�上の点�$�� 
[ � 
D ，\ � 
D ��� 
�� �D �S �における法線と�[�軸との交点�%�の座標を求めよ．

���D�が�
S

�
�から�S�まで動くとき，線分�$%�が存在する領域の面積を求めよ．

D�を正の定数とする．  \
D

� � 
�
[
DH

� [
DH �で表される曲線を�&�とするとき５

���　曲線�&�の� �D �\ W�の部分の長さ�O � 
W �を�D�と�W�を用いて表せ．

���　直線�  \ W��� 
�D W �と曲線�&�で囲まれる部分の面積を�6 � 
W �とするとき�
�W 

OLP

6 � 
W

O � 
W ORJW

　を求めよ．

　曲線�\ �[ ����[ 
�� �を�\�軸の周りに���回転させてできる形の容器に水を満たす。こ６

の容器の底に排水口があり，時刻�W ��に排水口を開けて排水を開始する。

時刻�W�において，容器に残っている水の深さが�K�のときの水の体積を�9�とする。

このとき，9�の変化率�
G9

GW
�は�

G9

GW
 �(K �である。

���　水の深さ�K�の変化率�
GK

GW
�を�K�を用いて表せ。

���　容器内の水を完全に排水するのにかかる時間�7�を求めよ。
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Q �，�，�，……�とする。１

曲線�\ �[H VLQ[ ���[ 
�� �と�[�軸の交点の�[�座標は， �[H VLQ[ � �から

　　　　　VLQ[ �

ゆえに　　[ QS

また，\���となるのは， �[H !��であるから，VLQ[�� �のときである。

よって　　�QS�[���Q 
�� S
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すなわち　　　 N6  
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　[ ��とすると　　VLQ �W �　� �　�W QS　�Q�は整数�２

　　　　　　　　　　　　　���　� �　W 
Q

�
S　�Q�は整数�

　このとき　　\ VLQ�W VLQ
�QS

�
 VLQ� ���QS
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�
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�
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　>�@　Q �P���P�は整数���のとき

　　　\ VLQ
�P
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S VLQ�PS VLQ� �

　>�@　Q �P�����P�は整数���のとき

　　　\ VLQ
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　>�@　Q �P�����P�は整数���のとき
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　よって，&�と�\�軸の交点は
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　U　曲線�&�はリサージュ曲線の���つであり，&�の

　　概形は右の図のようになる。

 23 � 
[��\ �とする．  23  �2& &3 �� 
DK��D � 
EVLQK ��EFRVK３

ゆえに　  [ �アDK EVLQK，

　　　　  \ �イD EFRVK

���　  
G[

GK
�� FRVK，  

G\

GK
VLQK �から　  

G\

G[

VLQK

�� FRVK
４

　ゆえに，  K D��� 
�� �D S， �S �D �S �における法線の方程式は

　　  \ ���
�� FRVD

VLQD � ��[ � 
�D VLQD � FRVD

　  \ ��とおくと

　　  [ � 
�� FRVD ･  ��
VLQD

�� FRVD
D VLQD D

　ゆえに　%�� 
D，�

　また　  K S�のとき　  [ S，  \ �，  
G\

G[
�

　よって，法線の方程式は　  [ S

　ゆえに　%�� 
S，�

　以上から　 �� �D �S�のとき　%�� 
D，�
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�D S�のとき

　線分�$%�が存在する領域は図の斜線部分である．

　ただし，境界線を含む．

　よって，求める面積を�6�とすると

　  6 �' �S� �

S

\G[
�

�
･�･  � �' S

�

S

\
G[

GK
GK

�

�

 �' S
�

S
�

� 
�� FRVK GK
�

�

　�� �' S
�

S

� ���� �FRVK
�� FRV�K

�
GK

�

�

 �
S
�

S

� ���
�

�
K �VLQK

�

�
VLQ�K

�

�

 �
�

�
S
�

�

���　&：  \
D

� � 
�
[
DH

� [
DH ， !D �５

　  
D

� � 
�
[
DH

� [
DH W，  

[
DH ;�とおくと　  ���;

�W

D
; � �

[�

�\

�2

D

W

�D D

　よって　　  ;  
[
DH  �

W

D ) �
�W
�D
�

�W ( ��W �D

D

　ゆえに　　  
[

D
ORJ

�W ( ��W �D

D

　よって　　  [ DORJ
�W ( ��W �D

D

　　　　　　  D DORJ
�W ( ��W �D

D

　　　　　　  E  DORJ
�W ( ��W �D

D
�D

　とおくと，曲線�&�は�\�軸に関して対称であるから
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