
次の方程式の整数解をすべて求めよ。１

　　　　　　　�[��\ �
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��Q �
�が自然数となるような自然数�Q�をすべて求めよ。２

Q�は自然数とする。 �Q ���Q����が素数となるような�Q�の値をすべて求めよ。３

等式�[\��[��\��� ��を満たす整数�[，\�の組をすべて求めよ。４

次の等式を満たす自然数�[，\，]�の組をすべて求めよ。５

　　　　　　　　　　　　
�

[
�
�

�\
�
�

�]
 
�

�
　�[�\ 
�]

Q�は自然数とする。( ��Q �� �が自然数となるような�Q�をすべて求めよ。６

方程式� �[ ��[\�� �\ ��[��\��� ��の整数解をすべて求めよ。７

方程式�  ���[ ���\ ���を満たす整数解�[��\�をすべて求めよ．８

S��T��U�を� �S �T U�である素数とする．D�を正の整数とするとき９

���　等式�  U ��T �S �を満たす�S��T��U�の組��S��T��U��をすべて求めよ．

���　等式�  U ��S �T ��を満たす�S��T��U�は存在しないことを示せ．

���　等式�  D� 
�D U �S �T �を満たす�D��S��T��U�の組��D��S��T��U��をすべて求めよ．

S　[ �N��，\ ��N�����N�は整数�１
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S　Q �，��３
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S　  [ ���� ���W��  \ �� ��W��W�は整数��８

S　���　�S��T��U� ���������　　���　>略@　　���　�D��S��T��U� ������������９
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　　　　　　　�[��\ �　　　　　　���……�①１

[ �，\ ���は方程式�①�の整数解の���つである。

よって　　　　�･���･� 
��  �　　　　……�②

①�②�より　����[ 
�� ���\ 
��  �

すなわち　　　��[ 
��  ���\ 
�� 　　　……�③

��と���は互いに素であるから，③�のすべての整数解は

　　　　　[�� �N，\�� ��N���N�は整数�

したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　[ �N��，\ ��N�����N�は整数�

���を素因数分解すると　�� �� ･�･�２

�Q���は奇数であるから，
��

��Q �
�が自然数となるのは

　　�Q�� �，�Q�� �，�Q�� �･�

のときである。

よって　Q �，�，��

�Q ���Q��� �Q 
�� �Q 
���  �� 
�Q ��� 
�Q３

Q����Q��，��Q����Q �であるから， �Q ���Q����が素数であるとき

　　　　　Q��� �　または　��Q �

すなわち　Q ��　または　Q �

Q ���のとき　 �Q ���Q��� �Q 
�� �Q 
���  �･� ���素数�

Q ����のとき　 �Q ���Q��� �� 
�Q ��� 
�Q  �･� ���素数�

よって， �Q ���Q����が素数となるような�Q�は　　Q �，��

[\��[��\��� ��から　　�[ 
�� �\ 
�� ����� �４

よって　　�[ 
�� �\ 
��  �

[，\�は整数であるから，[��，\���も整数である。
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ゆえに　　[�
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　　　　��[�は自然数であるから　　　[ �

このとき　　
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ゆえに　　\�
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\ ��のとき，②�から　
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　　　自然数�]�はこれを満たさない。

\ ��のとき，②�から　
�
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　　　よって　] �　�\ 
�]�を満たす

したがって　　� 
[，\，]  � 
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( ��Q �� �が自然数となるとき，N�を自然数として，次の式が成り立つ。６

　　　　　　( ��Q ��  N

両辺を���乗して移項すると　　 �N � �Q  ��

すなわち　　�N 
�Q �N 
�Q  ��　……�①

ここで，N，Q�は�N!Q�を満たす自然数であるから，N�Q，N�Q�はともに自然数である。

N�Q!N�Q�であるから，①�を満たす自然数�N�Q，N�Q�の組は次のようになる。

　　�N�Q，N 
�Q  � 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
�，�

�N 
�Q ��N 
�Q  �N �は偶数であるから

　　�N�Q，N 
�Q  � 
��，� ，� 
��，�

これを満たす自然数�N，Q�の組は次のようになる。

　　　　　� 
N，Q  � 
��，�� ，� 
�，�

したがって，求める自然数�Q�は　　Q �，��

�[ ��[\�� �\ ��[��\��� ��から７

　　 �[ ���\ 
�� [�� �\ ��\��� �　……�①

[��についての���次方程式�①�の判別式を�'�とすると
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①�の解は整数��実数��であるから，'���である。

よって　　　��� 
�\ � �\ 
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これを解くと　　��\��

\�は整数であるから　　\ �，�

>�@　\ ��のとき　　①�は　 �[ ��[�� �

　ゆえに　[ �

>�@　\ ��のとき　　①�は　 �[ ��[��� �

　ゆえに　[ �

>�@，>�@�から　　� 
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方程式を変形して　  ��[ ��� 
�� �\８

���と����は互いに素であるから，  [ ��V��V�は整数��とおける．ゆえに　  ��V �� �\

よって　  �\  �� ��V �� 
�� V ��V

ここで，  �V � �W��W�は整数��とおけるから�  \  �W �V  �W �� 
��W � �� ��W

したがって　  [  ��V  ��� 
��W � ���� ���W��W�は整数�



���　  U ��T �S �から　  U � 
�T S � 
�T S９

　 !U !T !S ��であるから　 !�T S !�T S �　

　また，U�が素数であるから　  U �T S��  � �T S

　 !T S�でかつ�S��T�が素数であるから， !T �S ��とすると，S��T�はいずれも奇数と

　なり，  � �T S�に反する．よって　  S �　このとき　  U �T ���  � �T �

　ゆえに　  T ���  U �　これは適する．　　

　したがって　�S��T��U� ���������

���　  U ��S �T ��から�  U � 
�ST � � 
�ST � 　

　この等式を満たす�S��T��U�が存在すると仮定する．

　 �S ��かつ� �T ��であるから� ��ST � ��� ��ST � �

　よって，U�が素数であることに反する．　

　したがって，  U ��S �T ��を満たす�S��T��U�は存在しない．

���　 !�D U !D ��……�①

　S��T�は素数であるから， �S �T �の正の約数は����S��T�� �S ��ST�� �T �� �S T��S �T �� �S �T

　よって��①�と� �S T�から�  � 
�D �D U � 
�� �S �T ��� 
�S S �T ��� 
�T �S T ��� 
�
�S �T

　  � 
D�� �D U � 
��� �S �T �のとき�  �� U �S �T 　このとき，�����から�S��T��U�は存在しない．

　  � 
D�� �D U � 
S��S �T �のとき　  �S U S �T 　　よって　  U S� 
��T �

　このとき， �S ��� ���T � ��であるから素数�U�は存在しない．

　  � 
D�� �D U � 
T�� �S T �のときも同様に存在しない．  � 
D�� �D U � 

�S �� �T �のとき�  ��S U �T

　よって，����から　�S��T��U� ���������　　ゆえに　  D  �� �

　以上から　�D��S��T��U� ������������


