
%$6,&問題
��K��S�のとき，次の等式を満たす�K�の値を求めよ。１

���　VLQK �
�

�
　　　　　　���　FRVK (�

�
　　　　　�����　WDQK (�

��K��S�のとき，次の不等式を解け。２

���　�FRV �K �(� 　　　　�����　�(� VLQK����　　　���　(� WDQK����

D，E，F�は鋭角で，WDQD �，WDQE �，WDQF ��であるとき，次の値を求めよ。３

���　WDQ � ��D E F 　　　　�　　　　　　��������　D�E�F

S

�
�D�S�で，VLQD 

�

�
�のとき，VLQ�D，FRV�D，FRV

D

�
�の値を求めよ。４

次の式の値を求めよ。５

���　(� VLQ
S

��
�FRV

S

��
　　　　　　　���������　VLQ

�

��
S�FRV

�

��
S

�VLQ �KFRV�K �を和の形， �FRV�K FRV�K �を積の形にせよ。６

6WDQGDUG問題
��[�

S

�
�における�関数�\ ��VLQ[���FRV[ �の最大値と最小値を求めよ。７

また，最大値を与える�[�に対する�WDQ[ �の値を求めよ。

関数�\ VLQ[�FRV[��VLQ[FRV[���の最大値，最小値を求めよ。８

次の関数の最大値，最小値を求めよ。また，そのときの�[�の値を求めよ。９

　　　\ �VLQ [��VLQ [FRV[�� �FRV [　　���[ �S

K ����のとき，VLQ�K FRV�K �であることを示せ。また，これを利用して，VLQ��� �の10

値を求めよ。

次の値を求めよ。11

���　FRV���FRV���FRV���　　　　　　　　�����　VLQ����VLQ�����VLQ����
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実戦問題
��K��S�のとき，次の方程式，不等式を解け。12

���　VLQ� ��K
S

�
 �

�

�
　　　　　　　　　����　FRV� ���K

S

�
 (�
�

���　WDQ� ��K
S

�
!�　　　　　　　　　　�����　VLQ� ���K

S

�
��

�

�

D�を定数とする。[�についての方程式�� �FRV [��DVLQ[�D�� ��の���[��S�における13

異なる実数解の個数が�個となるための�D�の条件を求めよ。

地上にいる人が，高さ�����P�の高層ビルの屋上に立っている高さ����P�の鉄塔を見る。14

鉄塔の上端を�$，この人を�%，鉄塔の下端を�&�とするとき，�$%&�が最大となるのはこ

の人がビルから何�P�離れたときか。ただし，この人の身長は無視することとし，また，

ビルや鉄塔の水平方向の大きさも無視する。

以下の問いに答えよ。必要ならば，等式�FRV�K � �FRV K��FRVK �を利用してよい。15

���　�FRV��� �は���次方程式� �[ ��[�� ��の解であることを示せ。

���　 �[ ��[�� �[ ��FRV��� �[ ��FRVD �[ ��FRVE �となる角度�D，E�を求めよ。た

　だし����D�E������とする。

次の関係式が成り立つとき，△$%&�はどのような形の三角形か。16

　　　　　FRV$�FRV% VLQ&
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S　���　K 
�

�
S，
��

�
S　　���　K 

S

�
，
��

�
S　　���　K 

S

�
，
�

�
S１

S　���　
�

�
S�K�

�

�
S　　���　��K�

S

�
，
�

�
S�K��S２

　　　���　��K�
S

�
，

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K��S

S　���　�　　���　
�

�
S３

S　VLQ�D �
�(�
�
，FRV�D 

�

�
，FRV

D

�
 

��(� (�
�

４

S　���　(�　　���　
(�
�

５

S　順に　VLQ �K�VLQ �K，�FRV�KFRVK６

S　最大値��，最小値���　（後半）�WDQ  [
�

�
�７

S　最大値���(�，最小値��
�

�
８

S　[ 
S

�
�で最大値���(� ，[ 

�

�
S�で最小値���(�９

S　�前半�　略　　�後半�　VLQ��� 
��� (�
�

10

S　���　
�

�
　　���　�11

S　���　K 
S

�
，
�

�
S　　���　K 

�

�
S，
��

��
S，
�

�
S，
��

��
S12

　　　���　
�

��
S�K�

�

�
S，
��

��
S�K�

�

�
S　　���　

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K�

��

�
S

S　D��
�

�
，D �，��D�のとき���個13

S　���(� �P14

S　���　略　　���　D ���，E ����15

S　�$ 
S

�
��または���% 

S

�
�の直角三角形16
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�

��

��

�

3 4

[

\

2

�

�
S

�
�

�

��

�
S

���　直線�\ �
�

�
�と単位円の交点を�3，4�とすると，

　求める�K�は，動径�23，24�の表す角であるから

　　　　　　　　��　K 
�

�
S，
��

�
S

１

[�

�\

�2 �

��

��

�

3

4

(�
�

S

�

��

�
S

���　直線�[ (�
�
�と単位円の交点を�3，4�とすると，

　求める�K�は，動径�23，24�の表す角であるから

　　　　　　　　　��K 
S

�
，
��

�
S

�

��

��

�

3

4

7(�

�

�
S

S

�

[

\

2

���　点�7�� �，(� �をとり，直線�27�と単位円の交点を

　�3，4�とすると，求める�K�は，動径�23，24�の表

　す角であるから　　K 
S

�
，
�

�
S

3

3

�� �

�

��

�

�
S

�

�
S

�
�

(�

\

[2

���　不等式を変形して　　FRVK��
(�
�
 �

�

(�

　��K��S�の範囲で�FRVK �
�

(�
�を満たす�K�の

　値は　　K 
�

�
S，
�

�
S

　よって，角�K�の動径�23�が右の図のアミの部分にあ

　るとき，K�は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに，K�の値の範囲は

２

　　　　　
�

�
S�K�

�

�
S
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�

�
�

(�
\ �

�

(�

\

2 K�S

�

�
S

�

�
S

T　求める�K�の値の範囲は，関数�\ FRVK

　���K ��S �のグラフが，直線�\ �
�

(�
�上

　またはそれより下側にあるような�K�の値の

　範囲である。

　よって，右の図から　　
�

�
S�K�

�

�
S

3 3

�

��

��

�
�

(�

�

�
S

S

�

\

[2

���　不等式を変形して　　VLQK�
�

(�

　��K��S�の範囲で�VLQK 
�

(�
�を満たす�K�の値は

　　　　　　K 
S

�
，
�

�
S

　よって，角�K�の動径�23�が右の図のアミの部分にあ

　るとき，K�は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに，K�の値の範囲は

　　　　　　��K�
S

�
，
�

�
S�K��S

7

���

�

��

3

[

\

\

2

K

�S

S

�

�

�
S

�

(�
\ 

�

(�

�

�
S

�

(�

3

S

�

2

T　求める�K�の値の範囲は，関数�\ VLQK

　���K ��S �のグラフが，直線�\ 
�

(�
�上

　またはそれより下側にあるような�K�の値の

　範囲である｡

　よって，右の図から

　　　　　　��K�
S

�
，
�

�
S�K��S

���　不等式を変形して　　WDQK�
�

(�

　��K��S�の範囲で�WDQK 
�

(�
�を満たす�K�の値は

　　　　　　K 
S

�
，
�

�
S

　よって，角�K�の動径�23�が右の図のアミの部分にあ

　るとき，K�は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに，K�の値の範囲は

改・数学②第１回テスト　三角関数　　　　���� �����



\ 
�

(�

�S�

�
S

S

�

�

(�

\

K2 S

�
�

�
S

　　　　��K�
S

�
，

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K��S

T　求める�K�の値の範囲は，関数�\ WDQK

　���K ��S �のグラフが，直線�\ 
�

(�
�より下

　側にあるような�K�の値の範囲である。

　よって，右の図から

　　　　��K�
S

�
，

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K��S

���　WDQ � �D E  
�WDQD WDQE

�� WDQDWDQE
 

�� �

�� ･� �
 �

�

�
３

　WDQ � ��D E F  WDQ � ��� �D E F  
�WDQ � �D E WDQF

�� WDQ � �D E WDQF
 

��
�

�
�

�� ･� ��
�

�
�

 �

���　D，E，F�は鋭角であるから　　��D�E�F�
�

�
S

　WDQ � �D E ���であるから，D�E�は第���象限にある。

　さらに，WDQ � ��� �D E F !��であるから，�D �E �F�は第���象限にある。

　よって，WDQ � ��D E F  ��より　　D�E�F 
�

�
S

S

�
�D�S�であるから　　FRVD��４

ゆえに　　FRVD �( �� �VLQ D  �) ��
�

� �
�

�
 �

�(�
�

よって　　VLQ�D �VLQDFRVD �･
�

�
･� ��

�(�
�

 �
�(�
�

また　　　FRV�D ��� �VLQ D ���･
�

� �
�

�
 
�

�

次に　　　 �FRV  
D

�

�� FRVD

�
 
�

� ���� ���
�(�
�

 
�� �(�
�

S

�
�D�S��より，

S

�
�

D

�
�

S

�
�であるから　FRV !

D

�
�

したがって　　FRV
D

�
 )

���(�
�

 
�(� �

(�
 

��(� (�
�

���　(� VLQ
S

��
�FRV

S

��
 �VLQ� ��

S

��

S

�
 �VLQ

S

�
 �･

�

(�
 (�５

���　VLQ
�

��
S�FRV

�

��
S (� VLQ� ��

�

��
S

S

�
 (� VLQ

S

�
 (� ･

�

�
 (�
�
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�VLQ �KFRV�K �･
�

� �VLQ � ��K �K ��VLQ � ��K �K  VLQ �K�VLQ �K６

�FRV�K FRV�K �FRV
��K �K

�
FRV

��K �K

�
 �FRV�KFRVK

（前半）７

　\ ��VLQ[���FRV[ �VLQ � �[ D 　　　ただし　VLQD 
�

�
，FRVD 

�

�

　�D�[�D�
S

�
�D�より，�[�D 

S

�
�のとき　最大値　��

　�[�D 
S

�
�D　つまり�[ 

S

�
�のとき　最小値　�

（後半）

　�WDQ  [  WDQ� ��
S

�
D  

�

WDQD

�

�
�

VLQ[�FRV[ W�とおく。８

この式の両辺を���乗すると

　　　　　　 �VLQ [��VLQ[FRV[� �FRV [ �W

2

�
�

�
(��(�

�
�

�

��(�

��(�

W

\

よって　　　�VLQ[FRV[ �W ��

したがって

　　\ W��
�W �� �� �W �W 

�

� ��W
�

�
�
�

�

また，W VLQ[�FRV[ (� VLQ� ��[
S

�
�であるから

　　　　　　�(� �W�(� ��……�①

①�の範囲で�\�は

　　W (� ��で最大値����(�，

　　W �
�

�
��で最小値���

�

�
��

をとる。

　　\ 
�� FRV�[

�
��･

VLQ�[

�
��･

�� FRV�[

�
 VLQ�[�FRV�[��９

　　�� (� VLQ� ���[
S

�
��

�[�
S

�
 W�とおくと，��[�S�から　　

S

�
�W�

�

�
S　……�①

①�の範囲において，\ (� VLQW���は

　　　　W 
S

�
�で最大値���(� �をとり，

　　　　W 
�

�
S�で最小値���(� �をとる。

W 
S

�
�のとき�[ 

S

�
，W 

�

�
S�のとき�[ 

�

�
S�であるから，この関数は
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　　　　[ 
S

�
�で最大値���(� �をとり，

　　　　[ 
�

�
S�で最小値���(� �をとる。

K ����のとき　　�K ���　　よって，�K��K ����より，�K �����K�であるから10

VLQ�K VLQ � ���� �K  FRV�K

VLQ�K �VLQKFRVK，FRV�K ��FRVK�� �FRV K �であるから

　　　　　�VLQKFRVK ��FRVK�� �FRV K

FRVK
��であるから　　�VLQK ���� �FRV K

よって　　�VLQK ������ � �VLQ K

整理して　� �VLQ K��VLQK�� �　　　これを解いて　VLQK 
��� (�
�

VLQK!��であるから　　VLQK 
��� (�
�

U　��倍角の公式　　VLQ�D �VLQD�� �VLQ D，FRV�D ��FRVD�� �FRV D

>証明@　VLQ�D VLQ � ��D D  VLQ�DFRVD�FRV�DVLQD

　　　　　　�� �VLQDFRVDFRVD��� �� �VLQ D VLQD

　　　　　　�� �VLQD� �� �VLQ D �VLQD�� �VLQ D

　　　　　　�� �VLQD�� �VLQ D

　　　��FRV�D FRV � ��D D  FRV�DFRVD�VLQ�DVLQD

　　　　　　�� ��
�FRV D �� FRVD��VLQDFRVDVLQD

　　　　　　�� � �FRV D�FRVD��FRVD �� � �FRV D

　　　　　　�� ��FRVD�� �FRV D

���　FRV���FRV���FRV��� 
�

� �
FRV��� �FRV��� FRV���11

　　　　　　　　　　　�� 
�

�
FRV����

�

�
FRV���FRV���

　　　　　　　　　　　�� 
�

�
FRV����

�

� �
FRV���� �FRV���

　　　　　　　　　　　�� 
�

�
FRV����

�

�
FRV � ����� ��� �

�

�

　　　　　　　　　　　�� 
�

�
FRV����

�

�
FRV����

�

�
 
�

�

���　VLQ����VLQ�����VLQ���� �VLQ��� �VLQ���� �VLQ����

　　　　　　　　　　　　　　�� �VLQ����FRV�����VLQ����

　　　　　　　　　　　　　　�� �VLQ�����VLQ���� �

���　K�
S

�
 W�とおくと　　VLQW �

�

�
　……�①12
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　��K��S�のとき　　�
S

�
�K�

S
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�
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S
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　この範囲で，①�を解くと　　
S

�
�W�

S

�
，
�

�
S�W�

�

�
S

　すなわち　　
S

�
�K�

S

�
�
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S�K�

S
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S

　よって　　　
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S�K�

�

�
S，
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��
S�K�

�

�
S

���　�K�
S

�
 W�とおくと　　VLQW��
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�
　……�①

　��K��S�であるから　　
S

�
��K�

S

�
��･�S�

S
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　すなわち　　
S

�
�W�
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�
S

　この範囲で，①�を解くと　　
�

�
S�W�

��

�
S，
��

�
S�W�

��

�
S

　すなわち　　
�

�
S��K�

S

�
�
��

�
S，
��

�
S��K�

S

�
�
��

�
S

　よって　　　
S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K�
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�
S

VLQ[ W�とおくと，方程式は　 �
� �W D � �D �D �13

また，��[��S�より　　���W��
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よって，I � W  
�

� �W D � �D �D ��の����W���における実数解の個数を調べればよ

い。ただし，VLQ[ W�を満たす�[�は，W
���であれば���つあり，W ���であれば���つ

ある。

>�@　I � �  �D�� ��のとき

　D ��であるから　　I � W  
�

� �W �

　よって，I � W  ��は重解�W ��をもつ。したがって，[�の実数解は���個。

>�@　I � ��  �D�� ��のとき

　D �
�

�
�であるから　　I � W  

�

� ��W
�

�
�
�

�

　I � W  ��すなわち�
�W �
�

�
W�
�

�
 ��を解くと　W ��，

�

�

　したがって，[�の実数解は���個。

>�@　I � W  ��が����W���に実数解を���つもつとき

　　　　　"
��� �D ������かつ� �D D ����� 頂点の位置から

 I � � !��D � �

 I � �� !��D � �

　この連立不等式を解くと　　�
�

�
�D��

　このとき，[�の実数解は���個。

>�@　I � W  ��が����W���に実数解を���つもつとき

　このときは，次の��ア��か��イ��のどちらかである。

　　　�ア�　I � W  ��が����W���に重解をもつ。

　　　�イ�　I � � I � �� ��

　�ア��のとき，� �D �D ��を満たすから　　D ������

　D ��のとき�I � W  
�W �であるから，確かに重解�W ��を����W���にもつ。

　このとき，[�の実数解は���個。

　D ��のとき�I � W  
�

� �W � �であるから，���W���には解をもたない。

　�イ��のとき　　��D �� ��D �� ��

　よって　　　　D��
�

�
，��D

　このとき，[�の実数解は���個。

まとめると　�
�

�
�D���のとき���個，　D �

�

�
�のとき���個，

　　　D��
�

�
，D �，��D�のとき���個，

　　　D ��のとき���個，　��D���のとき���個

以上より，解が�個となる条件は　�D��
�

�
，D �，��D�
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%

D

E

$

&

'[�P

����P

���P

人がビルから�[�P�離れているとする。

また，ビルの下端を�'�とし，右の図のように，

�$%' D，�&%' E �とすると

　　　WDQD 
���

[
，WDQE 

���

[

したがって

　　　WDQ�$%& WDQ � �D E  
�WDQD WDQE

�� WDQDWDQE

　　　　　　　　�� 

�
���

[

���

[

��
���

[
･
���

[

 

��

[

��
�����

�[

14

　　　　　　　　�� 
��

�[
�����

[

[!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　[�
�����

[
��)[･

�����

[
 ���(�

等号が成り立つのは，[ 
�����

[
��かつ��[!�，すなわち�[ ���(� �のときである。

���$%&�
S

�
�であるから，WDQ�$%&�が最大のとき，�$%&�も最大である。

したがって，人がビルから����(� �P�離れたとき，�$%&�は最大となる。

U　FRV�K FRV � ��K K  FRV�KFRVK�VLQ�KVLQK15

�　��　　　� ��
�FRV K �� FRVK��VLQKFRVK･VLQK

����　　　　 � �FRV K�FRVK���� � �FRV K FRVK � �FRV K��FRVK

���　�　 �
� �FRV��� ��･�FRV�����

　　 � �FRV �����FRV����� ���
�FRV ��� ��FRV��� ��

　　 �FRV � �� ��� �� �FRV������ �･� ��
�

�
�� �

　よって，�FRV��� �は�
�[ ��[�� ��の解である。

���　　　　　 �
� �FRVK ��･�FRVK�� �

　　　� ����
�FRV K ��FRVK �� �

　　　� ��FRV�K�� �� �FRV�K �
�

�
　……�①

　ここで，①�を満たす�K������K ����� �を求めると，����K������であるから

　　　　　　�K ����，����，����　　　　　よって　　K ���，���，����

　ゆえに，�FRV���，�FRV���� �は�
�[ ��[�� ��の��FRV��� �以外の���つの解である。

　D�E�であるから　　D ���，E ����
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$�%�& S　……�①�であるから　　$�% S�&16

よって　FRV$�FRV% �FRV
�$ %

�
FRV

�$ %

�

　　　　　　　　　　�� �FRV� ��
S

�

&

�
FRV

�$ %

�

　　　　　　　　　　�� �VLQ
&

�
FRV

�$ %

�

また　　VLQ& VLQ� �･�
&

�
 �VLQ

&

�
FRV

&

�

ゆえに，等式�FRV$�FRV% VLQ& �から　�VLQ
&

�
FRV

�$ %

�
 �VLQ

&

�
FRV

&

�

VLQ
&

�

��であるから　FRV

�$ %

�
 FRV

&

�

この等式を更に変形すると　FRV
�$ %

�
�FRV

&

�
 �

　　　　　　　　　　　　　��VLQ
��$ % &

�
VLQ

��$ % &

�
 �

　　　　　　　　　　　　　VLQ
�� �$ & %

�
VLQ

�$ � �% &

�
 �　……�②

$，%，&�は三角形の内角であるから

　　　　��$�&�S，��%�S

したがって，�S��$ �& �%�S�から

　　　　�
S

�
�

�� �$ & %

�
�

S

�

同様に考えて　�
S

�
�

�$ � �% &

�
�

S

�

よって，②�から

　　　　
�� �$ & %

�
 �　すなわち　$�%�& �　……�③

　　　　
�$ � �% &

�
 �　すなわち　$�%�& �　……�④

①�③�から　�% S　すなわち　% 
S

�

①�④�から　�$ S　すなわち　$ 
S

�

したがって，△$%&�は，�$�が直角または��%�が直角の直角三角形である。
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%$6,&問題
����� �(�� �

�

�
�
(� � �)�

�

�
�を簡単にせよ。１

����
��( �� �� �

� ��� ��

��� ��
	

�(� �
��
�を簡単にせよ。

次の数の大小を不等号を用いて表せ。２

���　(�，
�
(�，

�
(�　　　　　　　　　　　���　

��� ， ��� ， ����

�
�[ �

��
�[  ��のとき，

�
�[ �

��
�[ ，

�
�[ �

��
�[ �の値を求めよ。３

次の計算をせよ。４

　　
�

� �ORJ ��� �ORJ
��

�
� �ORJ

�

�

���　 �ORJ � D�とおくとき， ��ORJ �� �を�D�で表せ。５

���　 �ORJ � D， �ORJ � E�とおくとき， �ORJ �� �を�D，E�で表せ。

�����の花粉を除去できるフィルターがある．��������より多くの花粉を一度に除去する６

には，このフィルターは最低何枚必要か．ただし�  ��ORJ � �������とする．

6WDQGDUG問題篇７

[�  \�  ��� �のとき，
�

[
�
�

\
�の値を求めよ。８

次の方程式，不等式を解け。９

���　 [� ���･
�[�  �　　　　　　　　　　　����　

�[ �

� �
�

�
�

�[ �

� �
�

�
!
�

��

次の不等式を解け。10

���　 �ORJ � �[ � � �
�

ORJ � �� [ ��　　　　　���　� �ORJ � �[ � � �ORJ � �[ � ��

���　�� �
�

ORJ [! �
� �ORJ [

ある自然数�Q�に対して� Q� �は����桁で最高位の数字が���となる。11

��ORJ � ������， ��ORJ � �������として，Q�の値を求めよ。また， Q� �の末尾の数字を求

めよ。

������ �を小数で表すとき，次の問いに答えよ。12

����小数第何位に初めて���でない数字が現れるか。

�������において，その初めて現れる���でない数字を答えよ。

ただし， ��ORJ � ������， ��ORJ � �������とする。
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実戦問題篇

連立方程式��
 �･�

[� \� ���

 ��ORJ � �[ � �ORJ � �\ � ��
　を解け。13

関数�\ ��
[� � �[� ��

[� � �[� �����について， [� � �[�  W�とおくとき，\�を�W�の式で14

表せ。また，\�の最大値とそのときの�[�の値を求めよ。

不等式� [ORJ � � ���[ \ �� !��が表す領域を図示せよ。ただし，[!��かつ�[
��とする。15
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S　����　� �(�　���　��１

S　���　 �
(� �(� �

�
(� 　　���　

��� � ��� � ����２

S　順に��，(�３

S　�４

S　���　�D　　���　
��� D DE

�� D
５

S　��枚６

S　
�

�
８

S　���　[ �　　���　[��９

S　���　 �� �[ �　　���　 �� �[ ��　　���　
�

�
�[��10

S　Q ��，末尾の数字は��11

S　�ア�　��　　�イ�　�12

S　[ �，\ �13

S　\ � �W ��W��，[ �ORJ � �� (� �で最大値��14

[�

�\

�2

�

�

�
�

��(�

�
�

�

��(�

S　�図�　境界線を含まない15
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�
(�� �

�

�
�
(� � �)�

�

�
 �

( ･
�� � �

�

�
�
( �� � �)

�
��
 � �(� �

�

�
�
(� �

�
(�
�
 � �(�１

��( �� �� �
� ��� ��

��� ��
	

�(� �
��
 

���
�
�� �� �� �� �� ��

��� �� � �
� 
��

�
��

�
�
�� �

　　　　　　　　　　　　　　�� 
���

�
�� �� �� ��

���� �� ��
�

��
�
��

　　　　　　　　　　　　　　�� 
�������

�
� � � � � �

�� � �� ��  �� � ��  ��

���　��つの数を，それぞれ���乗すると２

　　　　 �
� (�   

�

� 
�
��  �� � ， �

� 
�
(�   

�

� 
�
��  �� � ， �

� 
�
(�  �

　������であるから　　 �
� 
�
(� �

�
� (� �

�
� 
�
(� 　　ゆえに　　 �

(� �(� �
�
(�

T　(�  
�
��  

�･
�
��  

�
�� ， �

(�  
�
��  

�･
�
��  

�
�� ， �

(�  
�
��

　������であるから　　
�
�� �

�
�� �

�
�� 　　すなわち　　 �

(� �(� �
�
(�

���　 ���  ��
� 
��  ��� ， ���  ��

� 
��  ���

　�������であるから　　 ��� � ��� � ���� 　　すなわち　　 ��� � ��� � ����

[�

�\

�2 D E

QD

QE

\ Q[

�[ ��

V　解答では，次の事柄を使っている。

　>�@　D!�，E!��で，Q�が自然数のとき

　　　　　D�E � � QD � QE

　>�@　D!�，E!��で，Q�が自然数のとき

　　　　　D�E � �
�
QD �

�
QE

�
�[ �

��
�[  �

�

� �
�
�[

��
�[ ･� ･

�
�[

��
�[  �

�

� �
�
�[

��
�[ �  �� �� �３

 
�

� �
�
�[

��
�[ �

�
�[ �

��
�[ �  ��� �

�
�[ �

��
�[ !��であるから　　

�
�[ �

��
�[  (�

�

� �ORJ ��� �ORJ
��

�
� �ORJ

�

�
 �ORJ � �	�

�
���
��

�

�

�
 �ORJ � ���

�
�� 

��
��

�

�

�
４

 �ORJ � ����
��

�

�

�
 �ORJ ��  �
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���　 ��ORJ �� 
�ORJ ��

�ORJ ��
 
� �ORJ �

�
 � �ORJ � �D５

���　 �ORJ �� 
�ORJ � ���� � �

�ORJ � �� �
 

��� �ORJ � �ORJ �

�� �ORJ �

　ここで　　 �ORJ � 
�ORJ �

�ORJ �
 �ORJ � ･ �ORJ � DE　　よって　 �ORJ �� 

��� D DE

�� D

��枚のフィルターで������の花粉が残るから，Q�枚のフィルターでは� Q��� �の花粉が残る�６

よって，求める条件は　 �Q��� �� ��������すなわち�� �Q��� ������

この両辺の常用対数をとると　 �Q ��ORJ ��� ��ORJ ������

ゆえに　　 �Q� ���ORJ � � ���から　 �Q � ������� ��

よって　　 !Q
�

������
 ���……　　したがって　　��枚．

７

[�  \�  ��� �から　　 ��ORJ [�  ��ORJ \�  ��ORJ ���８

よって　　[� ��ORJ � \ ��ORJ � � ��ORJ ��

したがって　　[ 
� ��ORJ ��

��ORJ �
，\ 

� ��ORJ ��

��ORJ �

ゆえに　　
�

[
�
�

\
 

���ORJ � ��ORJ �

� ��ORJ ��
 

��ORJ ��

� ��ORJ ��
 
�

�

���　方程式の両辺に� [� ��� !� �を掛けて　　 �
� 

[� ��� �･
[�９

　ゆえに　　 �
� 

[� ��･
[� ��� �

　 [�  W�とおくと，W!��であり，方程式は　　�� �W ��W��� �

　よって　　�W �� �W ��  �　　　　W!��であるから　　W �

　ゆえに　　 [�  �　すなわち　 [�  ��

　したがって　　[ �

���　不等式を変形すると　　
�

�

�

� �
[

� �
�

�
�
�

��

[

� �
�

�
�
�

��
!�

　両辺に����を掛けて　　　���
�

� �
[

� �
�

�
��

[

� �
�

�
��!�

　
[

� �
�

�
 W�とおくと，W!��であり，不等式は　　� �W ��W��!�

　よって　　��W �� ��W �� !�

　�W��!��であるから　　�W��!�　すなわち　W!
�

�
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　ゆえに　　
[

� �
�

�
!
�

�
　すなわち　

[

� �
�

�
!

�

� �
�

�

　底�
�

�
�は���より小さいから　　[��

���　真数は正であるから， !�[ � ���かつ�� !�� [ ��より　　 �� �[ �　……�①10

　 �
�

ORJ � �� [  
�ORJ � �� [

�ORJ
�

�

 � �ORJ � �� [ �であるから，不等式は

　　　　　　　 ���ORJ � �[ � �ORJ � �� [ �

　ゆえに　　　 ��ORJ � �[ � �ORJ � �� [

　底���は���より大きいから　　 ��[ � �� [

　よって　　　 �[ �　……�②

　①，②�から，解は　　 �� �[ �

���　真数は正であるから， !�[ � ���かつ�� !�[ � ��より　　 ![ �　……�①

　不等式から　　 ��ORJ �
� �[ � �� �ORJ � �[ �

　すなわち　　　 ��ORJ �
� �[ � �ORJ �� �[ �

　底���は���より大きいから　　 ��� �[ � �� �[ �

　整理して　　 ����[ ��[ �� �　　　　ゆえに　　�[ �� �[ ��� ��

　したがって　　 ��� �[ ��　……�②

　①，②�から，解は　　 �� �[ ��

���　真数は正であるから　　 ![ �　……�①

　 �
�

ORJ [ 
�ORJ [

�ORJ
�

�

 � �ORJ [ �であるから，不等式は　　 !�� �ORJ [ �
� �ORJ [

　ゆえに　　　　 ����� �ORJ [ �ORJ [ � �

　したがって　　 �� ��ORJ [ � � ��ORJ [ � �

　よって　　　　 ��� ��ORJ [ �　すなわち　 ��ORJ
�

�
��ORJ [ �ORJ �

　底���は���より大きいから　　 �
�

�
�[ �　　　　これは�①�を満たす。

Q� �は����桁で最高位の数字が���であるから　　�� ���� � Q� ��� ����11

各辺の常用対数をとると　　 ��ORJ � �� ���� � ��ORJ Q� � ��ORJ � �� ����

�� ����  ���� 	��であるから　　� ��ORJ �����Q ��ORJ ����� ��ORJ �

��ORJ � �������として計算すると　　��������Q���������������

よって　　　　�����…�Q������…

Q�は自然数であるから　　Q ��
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��  ���であるから， P
� 
�� ���P�は自然数��の末尾の数字は常に���である。

���  ��
� 
�� �であるから， ��� �の末尾の数字は　�

�ア�　 ��ORJ ������  �� ��ORJ
�

��
 ��� ��ORJ �� ��ORJ � � ��ORJ ��  ���������������� ��12

　　　　　　　�� �������

　よって　　���� ��ORJ ������ ����

　ゆえに　　 ����� � ������ � �����

　したがって， ������ �を小数で表すと，小数第�ア���位に���でない数字が現れる。

�イ�　 ������  ���������  ������� � �����

　 ��ORJ � ������， ��ORJ � �������より� ��������  �， ��������  ��であるから

　　　　　　�� ������� ��

　よって　　�� ����� � ������ ��� �����

　したがって， ������ �を小数で表したとき，初めて現れる���でない数字は　イ�
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�
 �･�

[� \� �������……�①

 ��ORJ � �[ � �ORJ � �\ � ������……�②
��とする。13

真数は正であるから　　[��!�，\��!�

すなわち　　[!��，\!��　……�③

②�から　　 �ORJ
�[ �

�\ �
 �ORJ ���

よって　　
�[ �

�\ �
 
�

�
�から　\�� ��[ ��

ゆえに　　\ �[��　……�④

④�を�①�に代入すると　　�･
[� � ��[ ��  ���

この式の両辺に���を掛けて整理すると　　 �
� 

[� ���･
[� ��� �

ここで， [�  W�とおくと，③�より�W!
�

�
�である｡

�W ���W��� ��から　　�W ��� �W ��  �

W!
�

�
�であるから　　W ��

ゆえに　　 [�  ��　　　　したがって　　[ �

このとき，④�から　　\ �･��� �

これらはともに�③�を満たす。

[� � �[�  �[� � ��[�  �
� �[� �[� ��･

[� ･
�[�14

　　　�� �
� �[� �[� �� �W ��

ゆえに　　\ �W��
�W �� ���　　　　　よって　　\ � �W ��W��

�2 W��

\

�

�

[� !�， �[� !��であるから，相加平均と相乗平均の大小

関係により

　　　　　 [� � �[� ��( [� ･
�[�  �

等号は� [�  �[� ��すなわち��[ ��のとき成り立つ。

ゆえに　　W��　……�①

また　　　\ � �
� �W � ��

①�の範囲において，\�は�W ��で最大値���をとる。

W ��のとき　　 [� � �[�  �

両辺に� [� �を掛けて整理すると　　 �
� 

[� ��･
[� �� �

[� !��であるから　　 [�  ��(� 　　　　よって　　[ �ORJ � �� (�

したがって　　[ �ORJ � �� (� �で最大値��
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�2

�

W [�W �[� �

W [� � �[�W

[

U　W [� � �[� �のグラフは，右の図のようになり，

　　　��つの�W�の値に対応する�[�の値の個数は

　　　　　　　W���のとき　��個

　　　　　　　W ��のとき　��個

　　　　　　　W!��のとき　��個

　　　となる。

真数は正であるから　　 !���[ \ � �15

よって　　 �\ ��[ �　……�①

また， ![ ���かつ�� 
[ ��は底の条件を満たす。

与えられた不等式を変形すると　　 [ORJ !� ���[ \ � [ORJ �[

>�@　 ![ ��のとき　 !���[ \ � �[

　ゆえに　　 �\ ��� �[ �[ �

　すなわち　\�� �
� �[ � ��

>�@　 �� �[ ��のとき　 ����[ \ � �[

　ゆえに　　 !\ ��� �[ �[ �

　すなわち　\!� �
� �[ � ��

[�

�\

�2

�

�

�
�

��(�

�
�

�

��(�

>�@，>�@�より

　直線�[ ��の右側と，放物線�\ � �
� �[ � ���の

　下側の共通部分

および

　直線�[ ��の右側かつ�[ ��の左側と，

　放物線�\ � �
� �[ � ���の上側の共通部分

これと�①�の共通部分が求める領域で，右の図の斜線部分。

ただし，境界線を含まない。
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%$6,&問題
��点�$�� �� ，%�����について，次のものを求めよ。１

���　��点�$，%�間の距離

���　線分�$%�を��：��に内分，外分する点の座標

���　線分�$%�の中点

次の直線の方程式を求めよ。２

���　点���， �� �を通り，直線��[�\�� ��に平行な直線，垂直な直線

���　点�� ��，� �を通り，直線��[��\�� ��に平行な直線，垂直な直線

���　点���， �� �を通り，��点����， �� ，� �，� �を通る直線に平行な直線，垂直な直線

���　��点�� �，� ，��， �� �を直径の両端とする円の方程式を求めよ。３

���　��点�� �，� ，��， �� ，���， �� �を通る円の方程式を求めよ。

N�を定数とする。点�� �，� �から直線�N[�\�� ��へ下ろした垂線の長さが�(� �となる４

ように，N�の値を定めよ。

67$1'$5'問題
直線��[��\�� ��を�@とする。直線�@に関して点�$�� �，� �と対称な点を�%，点�$�か５

ら�@に下ろした垂線と��@との交点を�+�とするとき，次のものを求めよ。

���　点�%�の座標　　　　　　　　　　　　　���　点�+�の座標

��直線�[��\�� ���……�①，[�\ ���……�②，D[��\�� ���……�③�が三角形を作６

らないとき，定数�D�の値を求めよ。

点�� ��，� �を通り，[�軸，\�軸に接するような円の方程式を求めよ。７

円� �[ � �\ ��[��\ ��と直線�D[�\�D ��が異なる���点�$，%�で交わる。８

���　D ���のとき，弦�$%�の長さを求めよ。

���　弦�$%�の長さが最大となるとき，定数�D�の値を求めよ。

��つの円� �[ � �\ ��[��\��� ���……�①，
�[ � �\ ��[��\ ���……�②��について，次９

の問いに答えよ。

���　��つの円�①，②�は異なる���点で交わることを示せ。

���　��つの円�①，②�の���つの交点と点�� �，� �を通る円の方程式を求めよ。
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実戦問題
座標平面上に���点�$�� ��，� ，%�� �，� �と放物線�\ �[ ��[����がある。点�3�が放物線10

上の���[���の範囲を動くとき，△3$%�の面積が最小となるときの点�3�の座標を求め

よ。

点�3�� �，� �から円� �[ � �\  ���に引いた���本の接線の接点を�$，%�とするとき，直線�$%11

の方程式を求めよ。

円� �[ � �\  �　……�①�と円�
�

� �[ � � �\  �　……�②�の共通接線の方程式を求めよ。12
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S　���　�　　���　内分��，外分��　　���　�１

S　���　平行：�[�\��� �，垂直：[��\�� �２

　　　���　平行：�[��\�� �，垂直：�[��\��� �

　　　���　平行：[��\�� �，垂直：�[�\�� �

S　���　 �
� �[ � � �

� �\ �  ��　　���　 �[ � �\ ��[��\ �３

S　N ���(��４

S　���　� �
��

�
，
�

�
　　���　� �

��

�
，
��

�
５

S　D ��，�
�

�
，�６

S　 �
� �[ � � �

� �\ �  �， �
� �[ � � �

� �\ �  ��７

S　���　�(�　　���　D �
�

�
８

S　���　略　　���　 �[ � �\ ���[��\��� �９

S　�
�

�
， ��

�

�
10

S　�[�\ ��11

S　�[��\ ��，[��(� \ ��12
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���　$% ��� ��  �  �１

���　�：��に内分する点の座標は　　[ 
�･� � �� ･� �

�� �
 
��

�
 �

　　�：��に外分する点の座標は　　[ 
�･�� � �� ･� �

�� �
 
��

�
 �

���　[ 
��� �

�
 �

���　�[�\�� ��から　　\ �[��２

　よって，与えられた直線の傾きは　�

　>�@　平行な直線の方程式は

　　　　　　　\�� ��  ��[ �� 　　すなわち　　�[�\��� �

　>�@　垂直な直線の傾きを�P�とすると

　　　　　　　�P ��　　　　よって　　P �
�

�

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　\�� ��  �
�

� �[ �� 　　すなわち　　[��\�� �

���　�[��\�� ��から　　\ �
�

�
[�
�

�

　よって，与えられた直線の傾きは　�
�

�

　>�@　平行な直線の方程式は

　　　　　　　\�� �
�

� �[�� ��� 　　すなわち　　�[��\�� �

　>�@　垂直な直線の傾きを�P�とすると

　　　　　　　�
�

�
P ��　　　　よって　　P 

�

�

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　\�� 
�

� �[�� ��� 　　すなわち　　�[��\��� �

���　��点����， �� ，� �，� �を通る直線の傾きは　　
�� � ��

�� � ��
 
�

�

　>�@　平行な直線の方程式は

　　　　　　　\�� ��  
�

� �[ �� 　　すなわち　　[��\�� �

　>�@　垂直な直線の傾きを�P�とすると

　　　　　　　
�

�
P ��　　　　よって　　P ��

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　\�� ��  ���[ �� 　　すなわち　　�[�\�� �
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�2

3�� [，\

� �，�

$�� �，�

%���， ��

(��

���　この円の中心は，��点���，��，��，����を結ぶ線分の

　中点であるから，その座標は　　��，��

　半径�U�は中心���，���と円上の点���，���との距離である

　から　　 �U  �
� �� � � �

� �� �  ��

　よって，求める円の方程式は

　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ �  ��

���　求める円の方程式を� �[ � �\ �O[�P\�Q ��とす

　る。

３

　点���，���を通るから　　　　��� �� � �� ��O�P�Q �

　点���，����を通るから　　　��� �� � �
� �� ��O��P�Q �

　点����，����を通るから　　��� �
� �� � �

� �� ��O��P�Q �

　整理すると　　　���O�P�Q��� �

　　　　　　　　　���O��P�Q���� �

　　　　　　　　　���O��P�Q��� �

　これを解いて　　��O ��，P �，Q �

　よって，求める円の方程式は　　 �[ � �\ ��[��\ �

題意を満たすための条件は　　
��･N � � �

( ��N �
 (�４

よって　　� N��  (�( ��N �

この両辺は負でないから，��乗しても同値である。

ゆえに　　　　� �
� �N �  ��

�N ��

整理して　　　 �N ��N�� �

したがって　　N ���(��
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$�� �，�

%��S，T�

+

@

\

2
[

���　点�%�の座標を�� S，T �とする。

　>�@　直線�@の傾きは�
�

�
，直線�$%�の傾きは�

�T �

�S �

　　である。

　　$%�@であるから

　　　　　　　　
�T �

�S �
･
�

�
 ��

　　すなわち　　�S��T ��　……�①

　>�@　線分�$%�の中点�� �
�S �

�
，
�T �

�
�が直線�@上に

５

　　あるから

　　　　　　　　�･
�S �

�
��･

�T �

�
�� �

　　すなわち　　�S��T ��　……�②

　①，②�を連立して解くと　　S 
��

�
，T 

�

�

　したがって，点�%�の座標は　　� �
��

�
，
�

�

���　点�+�は線分�$%�の中点であるから，その座標は

　　　　　　� �
��
��

�

�
，

��
�

�

�
　　すなわち　　� �

��

�
，
��

�

直線�①�の傾きは���
�

�
，　直線�②�の傾きは����，　直線�③�の傾きは��

D

�
６

��直線�①，②，③�が三角形を作らないのは，次の�>�@，>�@，>�@�の場合である。

　　　　>�@　��直線�①，③�が平行　　　　　>�@　��直線�②，③�が平行

　　　　>�@　��直線�①，②，③�が���点で交わる。

>�@�の場合　　�
�

�
 

D

�
　　　��よって　D �

�

�

>�@�の場合　　�� 
D

�
　　　　よって　D ��

>�@�の場合　　①，②�を連立して解くと　[ ��，\ �

　よって，直線�①，②�の交点の座標は　　� ��，�

　点�� ��，� �が直線�③�上にあるから　　D･� �� ��･��� �

　整理して　　�D�� �　　　　ゆえに　D �

　このとき，直線�③�は�[�\�� ��となり，直線�①，②�とは一致しない。

したがって，求める�D�の値は　　D ��，�
�

�
，�
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　円の中心は第���象限にあるので，半径を�U�とおくと中心の座標は�� �U，U �と表せる｡７

　よって，求める円の方程式は　 �
� �[ U � �

� �\ U  �U

　この円が点�� ��，� �を通るから　 �
� ��� U � �

� �� U  �U

　式を整理して　　 �U ��U�� �

　�U �� �U ��  ��より　　U �，�

　したがって，求める円の方程式は

　　　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ �  �， �
� �[ � � �

� �\ �  ��

[�

�\

�2

O

G

� �，�

(�

���　 �[ � �\ ��[��\ ��を変形すると

　　　　　　 �
� �[ � � �

� �\ �  �　……�①

　D ���のとき，直線の方程式は

　　　　　　[�\�� �　……�②

　円�①�の中心���，���と直線�②�の距離�G�は

　　　　　　G 
��� � �

( ��� �
� ��

 (�

　円�①�の半径は�(� �であるから，弦�$%�の長さを��O�

８

　とすると　　 �O  �
� (� �

�G  ��� �

　O!��であるから　　O (�　　　　よって　　$% �O �(�

T　②�から　　\ [��

　これを� �[ � �\ ��[��\ ��に代入して　　 �[ � �
� �[ � ��[���[ ��  �

　よって　　� �[ ��[�� �　……�③

　円と直線の交点�$，%�の座標を��D，D �� ，�E，E �� �とすると，D，E�は���次方程式�

　③�の解であるから，解と係数の関係により

　　　　　　　　　　D�E 
�

�
 �，��DE �

�

�

　よって　　 �$%  �
� �E D � �

� ��� �E � � �D �  � �
� �E D  ��

�
� �D E ���DE

　　　　　　　　 ��
�� ��･� ���

�

�
 ��

　$%!��であるから　　$% (��  �(�

���　弦�$%�の長さが最大になるのは，弦�$%�が円の直径になるときである。

　このとき，直線�D[�\�D ��は円の中心���，���を通るから

　　　　　　　�･D���D �　　　　よって　　D �
�

�
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[�

�\

�2

①�半径��

②�半径�(�
��，��

��，��

G

���　①�を変形すると　　 �
� �[ � � �

� �\ �  �

　よって，円�①�の中心は点���，��，半径は���である。

　②�を変形すると　　 �
� �[ � � �

� �\ �  �

　よって，円�②�の中心は点���，��，半径は�(� �である。

　��つの円�①，②�の中心間の距離�G�は

　　　　　G ( ��� �� � �
� �� �  (�

　ゆえに　　(� ���G�(� ��

　したがって，��つの円�①，②�は異なる���点で交わる。

９

���　N�を定数として，方程式

　　　　　　　 �[ � �\ ��[��\����N�
�[ � �\ ��[ ��\  �　……�③

　を考える。

　����により，��つの円�①，②�は���点で交わり，③�は���つの円�①，②�の���つの交点を通

　る図形を表す。

　図形�③�が点�� �，� �を通るとき　　���N �　　　　よって　N �
�

�

　これを�③�に代入して整理すると　　 �[ � �\ ���[��\��� �

　これが求める円の方程式である。

�2

��

�

�
�

��

�

���

$

%

3

\

[

���　3��W，
�W ��W ��� �とする。

　直線�$%�の方程式は

　　　　　　\ 
�� �

�� � �� �[�� ��� ��　

　　　　　　すなわち　\ �[��

　点�3�と直線�\ �[���の距離を�G�とすると

　　　　　　△3$% 
�

�
�$%�G

　ゆえに，G�が最小となるように�3�を定めればよい。

10

　　　　　　G 
����W �W �W �� �

( ��� ��
 

���W �W ��

(�
 
�

(�
�
�

� ��W
�

�

�

�

　よって，G�は�W 
�

�
�で最小となる。

　したがって　　3��
�

�
， ��

�

�
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[�

�\

�2

3�� �，�

�

��

�

��

$�� �[ ， �\ ，%�� �[ ， �\ �とすると，$，%�における接線

の方程式は，それぞれ

　　　　 �[ [� �\ \ ��，�� �[ [� �\ \ ��

これらがともに点�3�� �，� �を通るから

　　　� �[ � �\  ����……�①，��� �[ � �\  ����……�②

①，②�から，��点�$�� �[ ， �\ ，%�� �[ ， �\ �は直線�

�[�\ ���上にある。

よって，直線�$%�の方程式は　　�[�\ ��

11

T　接点の座標を�� �[ ， �\ �とする。

　点�� �[ ， �\ �は円�
�[ � �\  ���上にあるから　　 �

�[ �
�
�\  ��　……�①

　点�� �[ ， �\ �におけるこの円の接線の方程式は　　 �[ [� �\ \ ��

　これが点�3�� �，� �を通るから　　� �[ � �\  ��

　よって　　 �\  �� �[ ���　……�②

　②�を�①�に代入して　　 �
�[ �

�
� ��� �[ ��  ��

　ゆえに　　���
�
�[ �� �[ ���  �　　　　これを解いて　　 �[  �，�

　②�から　��� �[  ��のとき　 �\  �，　 �[  ��のとき　 �\  ��

　よって，$，%�の座標は　　� �，� ，��， ��

　したがって，直線�$%�の方程式は

　　　　　　\�� 
��� �

�� � �[ �� 　　すなわち　　�[�\��� �

U　直線�$%�を点�3�に関する円の��極線��といい，3�を��極��という。

[�

�\

�2

�

��

��

� ��
�

① ②

円�①�上の接点の座標を�� �[ ， �\ �とすると

　　　　　� �
�[ �

�
�\  �　……③　

接線の方程式は

　　　　　 �[ [� �\ \ �　……④

直線�④�が円�②�に接するとき，円�②�の中心

� �，� �と直線�④�の距離は円�②�の半径に

等しいから　　　
�� �[ �

( ���[
�
�\
 �

12

③�から　　　　��� � �[ ��  �

これを解いて　　 �[  
�

�
，
�

�

③�から　 �[  
�

�
�のとき� �\  �

�

�
， �[  

�

�
�のとき� �\  �

�(�
�

よって，求める接線の方程式は　　�[��\ ��，[��(� \ ��
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