
%$6,&問題
����から�����までの整数のうち，次の整数の個数を求めよ。１

���　��かつ���の倍数　　　　　　　　　　������　��または���の倍数

���　��で割り切れるが���で割り切れない整数

���　��と���の少なくとも一方で割り切れない整数

6+2-,�の���文字をすべて使用して作成した文字列をアルファベット順の辞書式に並べる２

とき，-,6+2�は何番目の文字列であるか。

�，�，�，�，�，�，��の���個の数字から異なる���個の数字を取り出して���桁の整数を作３

るとき，次のような数は何個あるか。

���　��桁の整数　　　�　　　���　偶数　　　　　　���　�����以上

正十角形について，次の数を求めよ。４

���　対角線の本数

���　正十角形の頂点のうちの���個を頂点とする三角形の個数

���　����の三角形のうち，正十角形と���辺だけを共有する三角形の個数

正四角錐の���つの面を，赤青黄緑紫の���色すべてを使って塗り分ける方法は何通りある５

か。

[�\�] ���と次の条件を満たす�[，\，]�の組は，全部で何個あるか。６

���　[，\，]�は負でない整数　　　　　　　����　[，\，]�は自然数

6WDQGDUG問題
$7/$17$�の���文字を���列に並べるとき，次の問いに答えよ。７

���　並べ方は，全部で何通りあるか。

���　$�が両端にくる並び方は，全部で何通りあるか。

���　7�が隣り合わない並び方は，全部で何通りあるか。

<2.2+$0$�の���文字を横���列に並べて順列を作る。次のような順列は何通りあるか。８

���　$$�と�22�という並びをともに含む順列

���　<，.，+，0�がこの順に並ぶ順列

1$*2<$-2�の���個の文字をすべて並べるとき，次の問いに答えよ。９

����$$�と�22�という並びをともに含む順列は何通りあるか。

����同じ文字が隣り合わない順列は何通りあるか。

正五角柱の���つの面を，赤，青，黄，緑，黒，紫の���色で塗り分ける。ただし，隣り合う10

面は異なる色を塗る。また，��色はすべて使う。なお，回転して同じになるものは同じ塗

り方とみなす。このとき次の問に答えよ。

�������つの五角形の面を同じ色で塗るような，正五角柱の塗り方は何通りあるか。

����正五角柱の塗り方の総数は何通りあるか。

赤玉���個，青玉���個，黄玉���個がある。これらの玉にひもを通して輪をつくる方法は何通11

りあるか。
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���人を次のように分けるとき，分け方は何通りあるか。12

���　��人，��人，��人の���つの組に分ける。

���　$，%，&，'�の���つの組に，��人ずつ分ける。

���　��人ずつの���つの組に分ける。

���　��人，��人，��人の���つの組に分ける。

次の条件を満たす整数の組�� 
�D ， �D ， �D ， �D ， �D �の個数を求めよ。13

���　�� �D � �D � �D � �D � �D ��

���　 �D � �D � �D � �D � �D ��， �D ��， LD �����L �，�，�，��

実戦問題
��から����までの自然数の各数字を���つずつ記入した����枚のカードがある。これらを�$，14

%，&�の���つの箱に分けて入れる。

���　空の箱があってもよいものとすると，分け方は何通りあるか。

���　空の箱があってはならないとすると，分け方は何通りあるか。

正八面体について考える。ただし，回転させて一致するものは同じものとする。15

���　頂点に��，�，……�と順に番号を付けるとき，番号の付け方は何通りあるか。

���　��つの面を赤に，残りの���つの面を白に塗るとき，塗り方は何通りあるか。

���　��つの面を赤に，残りの���つの面を白に塗るとき，塗り方は何通りあるか。

$

%

&

東西

南

北右の図のように東西に���本，南北に����本の道が

ある。東西の道と南北の道の出会う地点を交差

点とよび，隣どうしの交差点を結ぶ道を区間と

いうことにする。$�地点から�%�地点に進むと

き，次の問いに答えよ。ただし，どの交差点に

おいても，東西および北のいずれかに進むこと

はできるが，南に進むことはできないとする。

16

また，後戻りもできないとする。図の中の太線は道順の例を示したものである。

���　$�地点から�%�地点へ行く道順の総数を求めよ。

���　&�地点を通って，$�地点から�%�地点へ行く道順の総数を求めよ。

���　$�地点から�%�地点まで����区間で行く道順の総数を求めよ。
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S　���　���本　　���　����個　　���　���個４
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����から�����までの整数全体の集合を�8�とし，そのうち���の倍数，��の倍数全体の集合１

をそれぞれ�$，%�とすると

　　　　　$ ��･��，�･��，……，� �･�� ，% ��･��，�･��，……，� �･��

ゆえに　　Q � 
$  ������� ��，Q � 
%  ������� ��

���　��かつ���の倍数すなわち����の倍数全体の集合は�$�%�であり

　　　　　$�% ���･�，��･�，�� �･�

　よって　Q� 
$�%  �

���　��または���の倍数全体の集合は�$�%�であるから

　　　　　Q� 
$�%  Q� 
$ �Q� 
% �Q� 
$�% � ������� ��

���　��で割り切れるが���で割り切れない整数全体の集合は�$�% �であるから

　　　　　Q� 
$�%  Q� 
$ �Q� 
$�%  ���� ��

���　��と���の少なくとも一方で割り切れない整数全体の集合は�$�% �である。

　また，$�% $�% �であるから

　　　　　Q� 
$�%  Q� 
$�%  Q� 
8 �Q� 
$�%  �������� 
�� �� ��

辞書式に並べたときの���番目の文字列は　　+,-26２

　　　　+�□�□�□�□�の形の文字列は　　�� ����個�

　　　　,�□�□�□�□�の形の文字列は　　���個

　　　　-+�□�□�□�の形の文字列は　　�� ���個�

　　　　-,+�□�□�の形の文字列は　　�� ���個�

　　　　-,2�□�□�の形の文字列は　　��個

その次の文字列が�-,6+2�である。

よって，-,6+2�となるのは　　������������� ����番目�

���　千の位は���を除く���通り。よって　�� ��3  ����� �����個�３

���　>�@　一の位が���のとき，千，百，十の位は，��以外の���個から���個取る順列である

　　から　 ��3

　>�@　一の位が��，�，��のとき，千の位は，��と一の位の数以外の���個から���個取るか

　　ら　��通り。

　　百と十の位は残りの���個から���個取る順列で　 ��3 �通り。

　　よって　���� ��3

　>�@，>�@�から求める個数は　 ��3 ����� ��3  ������� �����個�

���>�@　千の位が���のとき，百の位は，�，�，�，��の���個から���個取るから���通り。

　　十，一の位は，残り���個から���個取る順列で� ��3 �通り。

　　よって　�� ��3

　>�@　千の位が��，�，��のとき，百，十，一の位は残り���個から���個取る順列で� ��3 �通

　　り。

　　よって　�� ��3

　>�@，>�@�から　�� ��3 ��� ��3  ������ �����個�
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���　異なる����個の点から���個の点を選ぶ方法は　 ���& �通り４

　この中には正十角形�の����本の辺がある。

　ゆえに　　　 ���& ��� 
･�� �

･� �
��� ����本�

���　��個の頂点で三角形が���個できるから，求める個数は

　　　　　　　 ���&  
･･�� � �

･･� � �
 �����個�

$
%

&

'

(
)

*

+

,

-
���　正十角形の����個の頂点を図のように定める。このと

　き，辺�$%�だけを共有する三角形の第���の頂点の選び

　方は，$，%�とその両隣の���点�&，-�を除く�'，(，)，

　*，+，,�の���通り。

　他の辺を共有する場合も同様であるから，求める個数は

　　　　　　　���� ����個�

底面の色の塗り方は　　��通り５

側面の色の塗り方は，残り���色の円順列であるから　　� 
�� � ��通り

よって　　　　　　　　��� 
�� � � �����通り�

���　求める個数は，[，\，]�の���種類の文字から重複を許して����個取る組合せの数に６

　等しいから　　　　　　 ����� �� �&  ����&  ���&  
･�� ��

･� �
 �����個�

T　条件を満たす�[，\，]�の組は，���個の�○�と���個の仕切り┃の順列を作り，仕切り

　で分けられた���か所の�○�の個数を，左から順に�[，\，]�とすると得られる。

　よって，求める個数は，���個の�○�と���個の┃を���列に並べる順列の総数に等しいから

　　　　　　　　　　　　
���

�����
 

･�� ��

･� �
 �����個�

���　[�� ;，\�� <，]�� =�とおくと　　;��，<��，=��

　また，[�\�] ���から　　�; 
�� ��< 
�� ��= 
��  ��

　よって　　　;�<�= �

　この等式を満たす負でない�;，<，=�の組は，����と同様に考えて，;，<，=�の���種類

　の文字から重複を許して���個取る組合せの数に等しい。

　よって，求める個数は　　 ���� � �&  ���&  ���&  
･�� ��

･� �
 �����個�

T　条件を満たす�[，\，]�の組は，���個の�○�を���列に並べ，その間の����か所のうち

　��か所に仕切り┃を入れ，仕切りで分けられた���か所の�○�の個数を，左から順に�[，

　\，]�とすると得られる。

　よって，求める個数は　　 ���&  
･�� ��

･� �
 �����個�

���　$�が���文字，7�が���文字，/�が���文字，1�が���文字であるから，求める並べ方の総７

　数は　　　　　　　　
��

��������
 ������通り�
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���　両端に並べる���文字の�$�を除いた���文字の並べ方は　　
��

��������
 �����通り�

　よって，求める並び方は　　���通り

���　��文字の�7�をまとめて一組と考えると，その一組と残り���文字の並べ方は

　　　　　　　　　　　
��

��������
 ������通り�

　よって，7�が隣り合わない並べ方は　　������� ������通り�

���　並ぶ�$$�をまとめて�$�，22�をまとめて�2��で表す。８

　このとき，求める順列は，$�，2�，<，.，+，0�の順列であるから，その総数は

　　　　　　　　　 ��3  �� ������通り�

���　□���個，2���個，$���個を���列に並べ，��個の�□�は左から�<，.，+，0�とすれば

　よい。

　よって，求める順列の総数は

　　　　　　　　　
��

������
 ������通り�

�ア�　$$，22�をそれぞれ���個の文字とみなして，1，*，<，-，$$，22�の���個の９

　文字を���列に並べる場合の数を求めると

　　　　　　�� �����個�

�イ�　��個の文字の順列の総数は

　　　　　　
��

����
 

･････� � � � � �

･� �

　　　　　　　　�� �������個�

　>�@　$$�の並びを含み，22�の並びを含まないもの

　　$$�を���つの文字とみなし，1，*，<，-，$$�の���個の文字を並べ，その間と両

　　端の���か所から���か所を選んで�2，2�を並べればよいから

　　　　　　��� ��&  ����
･� �

･� �

　　　　　　　　　�� ������個�

1 * < -2 2 $$

　>�@　22�の並びを含み，$$�の並びを含まないもの

　　22�を���つの文字とみなし，>�@�と同様に考えて

　　　　　　��� ��&  ������個�

1 * < - 2$ $ 2

　よって，求める個数は

　　　　　　��������������� 
��  ������個�
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�ア�　正五角形の面の塗り方は　　��通り

　そのおのおのについて，側面の長方形の塗り方は���色

　の円順列となるが，正五角柱をひっくり返すと同じ場

　合があるから　　
�� � 
�� � �

�
 ����通り�　……�①

�イ�　��つの正五角形の面を異なる色で塗る場合について

　考える。

10

　このとき，上面に塗る場合と下面に塗る場合は異なるも

　のと考えると，正五角形の面の塗り方は　　 ��3 �通り

　そのおのおのについて，

　　側面の���つの長方形のうちの���つを塗る���色の選び方が���通り，

　　同色となる長方形の位置の選び方が���通り，

　　残り���つの長方形の塗り方が� ��3 �通り

　であるから　 ��3 ����� ��3 ��通り�　あるが，正五角柱をひっくり返すと同じ場合が

　あるから，��つの正五角形の面を異なる色で塗るような，正五角柱の塗り方は

　　　
�����3 � � ��3

�
 

･･���･� � � � � � �

�
 �����通り�　……�②

　よって，正五角柱の塗り方の総数は，①，②�より　　������ �����通り�

円形に並べる方法は，黄玉を固定して，赤玉���個，青玉���個を並べる並べ方だから，　11

　　　
���

����
 �����通り�

黄
青

赤

赤

赤
青

青

�
�

円形に並べたとき，左右対称なものは，青玉が���個より，黄玉を固定したときの真

　　　　　　　　　　　　　　正面に青玉がくる。

　　　　　　　　　　　　　　左の図のように，他の玉の並び方は，�
��の���個が決まれ

　　　　　　　　　　　　　　ば，向かいの���個も決まるから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　
��

����
 ����通り�

　　　　　　　　　　　　　　一方，左右対称でない円順列は裏返すと同じになるペア

　　　　　　　　　　　　　　があるから，��で割る。

よって，求める方法は，���
���� ��

�
 �����通り�

���　���人から���人を選ぶ方法は　　 ���& �通り12

　そのどの場合に対しても，残りの���人から���人を選ぶ方法は　　 ��& �通り

　残り���人を最後の���組とする。

　よって，分け方の総数は　　 ���& � ��&  
････�� �� �� � �

････� � � � �
�

･･･� � � �

･･･� � � �
 ��������通り�

���　$�組の���人の選び方は　　 ���& �通り

　%�組の���人の選び方は残りの���人から選ぶので　　 ��& �通り

　&�組の���人の選び方は残りの���人から選ぶので　　 ��& �通り
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　$�組，%�組，&�組の人が決まれば，残りの�'�組の���人は決まる。

　よって，分け方の総数は

　　　　　　 ���& � ��& � ��&  
･･�� �� ��

･･� � �
�

･･� � �

･･� � �
�

･･� � �

･･� � �
 ���������通り�

���　����で，$���%���&���'�の区別をなくすと，���通りずつ同じ組分けができる。

　よって，分け方の総数は　　
������

��
 
������

��
 ��������通り�

���　$�組���人，%�組���人，&�組���人の���つの組に分けることを考え，$�，%�の区別をな

　くせばよい。

　よって，分け方の総数は　　
����& ���&

��
 

･�� ��

･� �
�

･�� �

･� �
�
�

･� �
 �������通り�

���　条件を満たす整数の組�� 
�D ， �D ， �D ， �D ， �D �の個数は，�，�，�，��の���個の数字か13

　ら重複を許して���個取る組合せの数であるから

　　　　　 ��+  ���� � �&  ��&  ��&  �����個�

���　 �E  �D ， �E  �D � �D ， �E  �D � �D � �D ， �E  �D � �D � �D � �D ，

　 �E  �D � �D � �D � �D � �D �とおくと

　　　　　�� �E � �E � �E � �E � �E ��

　よって，この不等式を満たす整数の組�� 
�E ， �E ， �E ， �E ， �E �の個数は，����から

　　　　　　　　　　　　　　　　　���個

　ここで，� 
�E ， �E ， �E ， �E ， �E �の���つの組に対して，� 
�D ， �D ， �D ， �D ， �D �の組はただ

　��つに決まる。

　したがって，求める組の個数は　　���個

T　 �D �� $�，$� �D � �D � �D � �D  6 �とおく。

　求める個数は，6 �，�，�，��をそれぞれ満たす���以上の整数の組

　� 
$， �D ， �D ， �D ， �D �の総数に等しい。

　6 ��のとき，異なる���種類のものから，重複を許して���個取る組合せの数を求めて

　　　　　　　　　　�� ��+  ���� � �&  ��&  �����個�

　6 ��のとき，同様に考えて　　 ��+  ���� � �&  ��&  �����個�

　6 ��のとき���個，6 ��のとき���個。　以上から　　���個

���　��枚のカードを���つの箱�$，%，&�に入れる方法は���通りある。14

　よって，���枚のカードを���つの箱�$，%，&�に入れる方法は

　　　　　　 ���  �������通り�

���　$�を空にして，���枚のカードを���つの箱�%，&�に入れる方法は

　　　　　　 ��� �通り

　この場合において，%，&�のうち一方の箱が空になる場合を除いて
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　　　　　　 ��� �� ������通り�

　同様に，%�だけ，&�だけを空にする方法はそれぞれ　　������通り�

　ゆえに，求める場合の数は

　　　　　　������ ������通り�

���　��つの箱が空になる場合は　　　��通り

　よって，空の箱がない場合は

　　　　　　������������ �������通り�

&

'(

)

$

%

���　��の番号を付けた頂点を�$�とし，残りの���つの頂点を，右

　の図のように�%，&，'，(，)�とする。

　このとき，頂点�)�の番号の付け方は���～���の　　��通り

　残りの���つの頂点�%，&，'，(�の番号の付け方は，残りの�

　��つの数字の円順列であるから　　� 
�� � ��通り

　よって，求める総数は　　　　　������ 
�� � � �����通り�

15

���　面�$%&�を赤に塗るとすると，赤に塗るもう���つの選び方は，

　残りの���つの面の���通りある。

　このうち，赤に塗るもう���つの面が，面�$%&�と���辺を共有する面，すなわち

　　　　面�$&'��または��面�$(%��または��面�%&)

　である場合，この���つの塗り方はすべて回転すると一致する。

&

'(

)

$

% &

'(

)

$

% &

'(

)

$

%

　同様に，赤に塗るもう���つの面が，面�$%&�と頂点のみを共有する面，すなわち

　　　　面�$'(��または��面�&')��または��面�(%)

　である場合，この���つの塗り方はすべて回転すると一致する。

&

'(

)

$

% &

'(

)

$

% &

'(

)

$

%
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&

'(

)

$

%

　また，赤に塗るもう���つの面が，面�$%&�の対面�'()�で

　ある場合，この塗り方は他のどの塗り方とも一致しない。

　したがって，求める場合の数は　　��通り

���　����の���通りの場合について，赤に塗るもう���つの面の

　選び方を考える。

　>�@　面�$%&�と，面�$%&�と���辺を共有する面�$&'�を赤に

　　塗るとき

　　赤に塗るもう���つの面の選び方は，残りの���つの面の���通りあるが，回転しても一致

　　しない塗り方は，次の��L�，�LL��の���通りある。

　　�L�　�面�$'(��または��面�$(%��または��面�%&)��または��面�&')　の場合

　　�LL�　面�'()��または��面�(%)　の場合

　>�@　面�$%&�と，面�$%&�と頂点のみを共有する面�$'(�を赤に塗るとき

　　赤に塗るもう���つの面の選び方のうち，回転しても一致しない塗り方は，次の��L�，

　　�LL�，�LLL��の���通りある。

　　�L�　��面�$&'��または��面�$(%　の場合

　　�LL�　�面�%&)��または��面�'()　の場合

　　�LLL�　面�&')��または��面�(%)　の場合

　　ところが，>�@�の��L��の塗り方は�>�@�の��L��の塗り方と同じであり，>�@�の��LL��の塗り方は

　　�>�@�の��LL��の塗り方と同じである。

　>�@　面�$%&�と対面�'()�を赤に塗るとき

　　赤に塗るもう���つの面をどのように選んでも，>�@�の��LL��と同じ塗り方になる。

&

'(

)

$

% &

'(

)

$

% &

'(

)

$

%

>�@��LLL�>�@��L� >�@��LL�

　したがって，求める場合の数は　　��通り

$�地点が原点，%�地点が�� 
�，� ，各交差点が格子点になるように座標軸をとる。16

���　$�地点から�\ ��上の格子点への上り方は　���通り。

　同様に，\ N���N �，�，�，���上の格子点から�\ N���上の格子点への上り方は，

　各�N�に対して����通りずつある。

　よって，求める総数は　　 ���  ���������通り�

���　点�&�� 
�，� �を通る行き方は，次の�>�@，>�@，>�@�のいずれかである。
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>�@ >�@

>�@

&�� 
�，�
� 
�，� � 
�，�

　>�@　� 
�，� �から�&�へ行く。

　　この行き方は　　 ��� ������� ��������通り�

　>�@　� 
�，� �から�&�へ行く。

　　この行き方は　　 ��� ������� ��������通り�

　>�@　� 
�，� �から�&�へ行く。

� 
�，�　　この行き方は　　 ��� ��� ���  ��������通り�

　以上から　　����������������� ��������通り�

���　北，東，西�に���区間進むことをそれぞれ�，�，��で表すことにする。

　���区間で行く道順は����個，�����個，����個の順列で表される。また，｢���｣�とい

　う並びが必ず���個あり，この並びの前後のそれぞれに���が少なくとも���個ある。

｢���｣����個，�����個，����個の順列の総数は

　　　　　
���

�����
 
��･��･��･��

�･�･�
 ���� ���通り�

　このうち，｢���｣�の前に���がない順列の総数は

　　　　　　｢���｣��������������������

　の間と両端の����か所に�����個をおく�����か所に複数個おいてもよい��と考えて

　　　　　　 ���+  ����� � �&  ���&  
��･��･��

�･�･�
 ������通り�

　｢���｣�の後ろに���がない順列の総数も同様に　　�����通り

　よって，求める道順の総数は　　���������� �������通り�
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%$6,&問題
男子���人と女子���人がくじ引きで順番を決めて横���列に並ぶとき，次の場合の確率を求１

めよ。

���　女子���人が隣り合う。　　　　　　　　���　男女が交互に並ぶ。

赤玉と白玉が合わせて����個入った袋がある。この袋の中から玉を���個同時に取り出すと２

き，赤玉が出ない確率が�
�

��
�であるという。袋の中に白玉は何個入っているか。

���本のくじの中に，当たりくじが���本入っている。このくじを���本同時に引くとき，次３

の確率を求めよ。

���　��本ともはずれる確率　　　　　　　　���　少なくとも���本は当たる確率

��個のさいころを投げるとき，次の確率を求めよ。４

���　出た目の最小値が���以上である確率

���　出た目の最小値が���である確率

$，%����社が同じ製品を製造している。$�社は全製品の����％，%�社は全製品の����％�を５

生産している。また，$�社の製品中には���％，%�社の製品中には���％�の不良品が混じっ

ているという。全製品の中から���個を取り出すとき，次の確率を求めよ。

���　それが不良品である確率

���　不良品であったときに，それが�$�社の製品である確率�

6WDQGDUG問題
サイコロを続けて�回投げ，�回目，�回目，�回目，�回目に出た目をそれぞれ�D���E���F���G�６

とする。次の問に答えよ。

����D�E�F�G�となる確率を求めよ。

����D�E�F�G�となる確率を求めよ。

箱に���個の赤い玉と��Q����個の白い玉が入っている��Q �，�，�，……�。７

���　箱から���個の玉を同時に取り出すとき，��個が白，��個が赤となる確率�3 � 
Q �を求め

　よ。

���　����の�3 � 
Q �が最大になる�Q�を求めよ。

硬貨を何回か投げ，先に表が���回出ると�$�の勝ちとし，先に裏が���回出ると�%�の勝ちと８

するゲームを考える。次の確率を求めよ。

���　��回目に�%�が勝つ確率　　　　　　　　���　$，%�それぞれの勝つ確率�
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次の確率を求めよ．９

���　��人でジャンケンをするとき，��回続けてアイコになる確率

���　��人で���回�ジャンケンをして，��人の勝者が決まる確率

���　��人で���回ジャンケンをして，��人の勝者が決まる確率

���　��人で���回ジャンケンをして，複数の敗者がでて，複数の勝者が残り，次にその勝

　者のみで���回目のジャンケンをして，��人の勝者が決まる確率

実戦問題
��つのさいころを同時に振るとき，次の確率を求めよ。10

���　��つとも同じ目が出る確率

���　��つのさいころに同じ目が出て，他の���つにはその目と異なる目が出る確率

���　��つの異なる目がそれぞれ���つずつ出る確率

���　��つのさいころに同じ目が出て，他の���つにはその目と異なりかつ互いに異なる目

　が出る確率

���　連続した���つの自然数の目が出る確率

数直線上を点�3�が���ステップごとに，���または����だけそれぞれ�
�

�
�の確率で移動す11

る。数直線上の値が���の点を�$�として，3�が�$�にたどり着くと停止する。

���　3�が原点�2�から出発して，ちょうど���ステップで�$�にたどり着く確率を求めよ。

���　3�が原点�2�から出発して，ちょうど���ステップで値が���の点�%�にたどり着く確率

　を求めよ。

���　3�が原点�2�から出発して，��ステップ以上移動する確率を求めよ。

正四面体�$%&'�を考える。点�3�は時刻���では頂点�$�に位置し，��秒ごとにある頂点か12

ら他の���頂点のいずれかに，等しい確率で動くとする。このとき，時刻���から時刻�Q�ま

での間に，��頂点�$，%，&，'�のすべてに点�3�が現れる確率を求めよ。ただし，Q�は���

以上の整数とする。
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�
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���人全員の並び方は　���通り１

���　女子���人を���組と考えると，この���組と男子���人の並び方は　���通り

　また，��組にした女子���人の並び方は　��通り

　よって，求める確率は　　
��� �

��
 
�

�

���　男女が交互に並ぶのは，男女男女男�となる場合である。

　　　　　男子���人の並び方は　���通り，　女子���人の並び方は　��通り

　よって，求める確率は　　
��� �

��
 
�

�･�
 
�

��

白玉が�Q�個入っているとする。���Q 
���２

起こりうる場合の総数は　　 ���& �通り

赤玉が出ない場合は，白玉を���個取り出す場合であるから，その総数は　　 �Q& �通り

よって　　　��
�Q&

���&
 
�

��
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ゆえに　　　��
Q� 
�Q � � 
�Q �

･･�� � �
 
�

��

したがって　��Q�Q 
�� �Q 
��  �･�･�

��Q����である自然数のうち，この等式を満たすものは　　Q �

よって，白玉は���個入っている。

���　｢��本ともはずれる｣�という事象を�$�とする。３

　くじを���本同時に引く方法は　 ���&  
･･�� � �

･･� � �
 ������通り�

　��本ともはずれる場合は　 ��&  
･･� � �

･･� � �
 �����通り�

　よって　　3 � 
$  
��

���
 
�

��

���　｢少なくとも���本は当たる｣�という事象を�%�とすると，余事象�% �は，｢��本とも当

　たらない｣，すなわち�｢��本ともはずれる｣�という事象�$�であるから　3� 
%  3� 
$

　よって，求める確率は　3 � 
%  ��3 � 
%  ��3� 
$  ��
�

��
 
��

��

���　出た目の最小値が���以上であるのは，��個とも���以上の目が出る場合であるから，求４

　める確率は　　
��
��
 
�

��

最小値が

����以上

最小値が��

最小値が

����以上

���　出た目の最小値が���以上であるのは，��個とも���以上

　の目が出る場合である。

　このときの確率は　　
��
��

　よって，出た目の最小値が���である確率は

　　　　　
��
��
�

��
��
 
��

���

$�社の製品であるという事象を�$，%�社の製品であるという事象を�%，不良品であると５

いう事象を�(��とする。

このとき，$�と�%�は互いに排反であり

　　　3 � 
$  
��

���
 
�

�
，3 � 
%  

��

���
 
�

�
， $3 � 
(  

�

���
， %3 � 
(  

�

���

���　取り出した���個が不良品であるという事象は，次の���つの事象の和事象である。

　>�@　不良品が�$�社の製品の場合

　　その確率は　　3 � 
$�(  3 � 
$ $3 � 
(  
�

�
�
�

���
 
�

���

　>�@　不良品が�%�社の製品の場合
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　　その確率は　　3 � 
%�(  3 � 
% %3 � 
(  
�

�
�
�

���
 
��

���

　>�@，>�@�は互いに排反であるから，求める確率は

　　　　　　　　　3 � 
(  
�

���
�
��

���
 
��

���

���　求める確率は� (3 � 
$ �であるから

　　　　　　　　　 (3 � 
$  
3 � 
$�(

3 � 
(
 
�

���
	
��

���
 
�

�

すべての目の出方は� �� �通り６

����D�E�F�G�を満たす目の出方は，�～�から�つの目を選ぶ方法であり，

　　� ��&  ���通り。よって，求める確率は　�
��
��
 
�

���
�

����D�E�F�G�を満たす目の出方は，�～�の目の出る回数の定め方である。

それは，����������������������がそれぞれ�[���\���]���X���Y���Z�回出るとすると

[�\�]�X�Y�Z ��　��[���\���]���X���Y���Z�は非負整数�　を満たすような

� 
[���\���]���X���Y���Z �の組数である。これは�つの�◯�を�人で分ける＝�か所で仕切る方法，

つまり◯�つ，丨�つを並べる方法と同じ。

　　� ��&  ����通り。よって，求める確率は　�
���
��
 
�

��
�

���　玉は全部で�Q�個あるから，��個の玉の取り出し方は　 �Q& �通り。７

　��個の白玉と���個の赤玉の取り出し方は　 ��Q �& � ��& ��通り�

　よって　3 � 
Q  
���Q �& ��&

�Q&
 � 
�Q � � 
�Q �

�
��	

Q� 
�Q � � 
�Q �

�
 
�� 
�Q �

Q� 
�Q �

���　����より�3 � 
�Q �  
�� ��� 
�Q � �

� 
�Q � � ��� 
�Q � �
 
�� 
�Q �

� 
�Q � Q
�であるから

　　　　　
3 � 
�Q �

3 � 
Q
 
�� 
�Q �

� 
�Q � Q
･
Q� 
�Q �

�� 
�Q �
 � 
�Q � � 
�Q �

� 
�Q � � 
�Q �
 

���Q �Q �

���Q �Q �

　
3 � 
�Q �

3 � 
Q
 ��となるのは　 �Q ��Q�� �Q ��Q��　　よって　Q �　のとき。

　　 �Q ��Q����
�Q ��Q 
��  ��Q �であるから

　　Q ��のとき　 �Q ��Q��! �Q ��Q��，Q ��のとき　 �Q ��Q�� �Q ��Q��，

　　Q���のとき　 �Q ��Q��� �Q ��Q��

　よって　
3 � 
�

3 � 
�
!�，

3 � 
�

3 � 
�
 �，

3 � 
�

3 � 
�
��，

3 � 
�

3 � 
�
��，……

　すなわち　3 � 
� �3 � 
�  3 � 
� !3 � 
� !3 � 
� !……

　したがって，3 � 
Q �が最大となる�Q�は　Q �，�
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���　��回目までに表が���回，裏が���回出て，��回目に裏が出る場合である。８

　よって，求める確率は　　 ��& � �
�

�

�

� �
�

�
�
�

�
 
�

�

���　%�が勝つのは，��回目に勝つ場合と，��回目に勝つ場合がある。

　%�が���回目に勝つのは，裏が���回続けて出る場合であるから，その確率は

　　　　　　　　　　　　　
�

� �
�

�
 
�

��

　%�が���回目に勝つ確率は，����から　　
�

�

　よって，%�が勝つ確率は　　
�

��
�
�

�
 
�

��

　このゲームに引き分けはないから，$�が勝つ確率は　　��
�

��
 
��

��

���　��人の���回のジャンケンの手の出し方は� �� �通り．９

　��回ジャンケンをしてアイコになる場合は���通り．

　よって，��回のジャンケンでアイコになる確率は　  
�
��

�

�

　ゆえに，��回続けてアイコになる確率は　  
�

� �
�

�

�

�

���　��人のジャンケンの手の出し方は� �� �通り．

　勝者の決まり方は� ��& �通りであり，勝者の手の出し方は���通りであるから，��人の勝

　者が決まる場合は� ���& ��通り．

　ゆえに　  
���& �
��

�

�

���　��人のジャンケンの手の出し方は� �� �通り．

　勝者の決まり方は� ��& �通りであり，勝者の手の出し方は���通りであるから，��人の勝

　者が決まる場合は� ���& ��通り．

　ゆえに　  
���& �
��

��

��

���　>�@　��回目の勝者が���人で，��回目に���人の勝者が決まる確率は，���，����から

　　　　　　  �
��

��

�

�

��

���

　>�@　��回目の勝者が���人となる確率は　  
���& �
��

��

��

　　残った���人から���人の勝者が決まる確率は　  
���& �
��

�

�

　　ゆえに，��回目の勝者が���人で，��回目に���人の勝者が決まる確率は
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　　　　　　  �
��

��

�

�

��

���

　>�@，>�@�から　  �
��

���

��

���
 

��

���

��

��

��つのさいころの目の出方は，全部で　 �� �通り10

���　��つとも同じ目が出る場合は，

　　　　　　��� 
�，�，�，� ，� 
�，�，�，� ，……，� 
�，�，�，�

　の���通りある。

　よって，求める確率は　　
�
��
 
�

���

���　同じ目が出る���つのさいころを選ぶ方法は　　 ��&  ����通り�

　その目の選び方は　　��通り

　そのおのおのについて，残り���つのさいころの目の出方は　　��通り

　よって，求める確率は　　
��� � �
��

 
�

��

���　��つの異なる目を選ぶ方法は　　 ��&  �����通り�

　選んだ���つの目のうち一方の目が出る���つのさいころの選び方は　　 ��&  ����通り�

　よって，求める確率は　　
��� �
��
 
�

��

���　同じ目が出る���つのさいころを選ぶ方法は　　 ��&  ����通り�

　その目の選び方は　　��通り

　そのおのおのについて，残り���つのさいころの目の出方は　　 ��3  �･� �����通り�

　よって，求める確率は　　
��� � ��
��

 
�

�

���　連続した���つの自然数となる目の組合せは

　　　　　　� 
�，�，�，� ，� 
�，�，�，� ，� 
�，�，�，�

　の���通りがあり，目の出方はこの各組の順列であるから　　 ��3 �� �������通り�

　よって，求める確率は　　
��� �
��
 
�

��
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�2

�

�

�

��

�

�

値

��

�

�

�

ステップ

�

�

���　右の図のように，ステップの数を横軸に，点�3�の

　数直線上の値を縦軸にとったとき，点�3�が

　　　　　　　���だけ進むことは��，

　　　　　　　���だけ進むことは��

　が対応する。

　ちょうど���ステップで値が���の点�$�にたどり着くの

　は図の実線の経路を通る場合で，全部で

　　　　　　　　　　　���通り

　���つの経路を通る確率は�
�
��
�であるから，求める確率は

11

　　　　　　　　　　
�
��
�� 

�

��

�2

�

�

�

��

�

�

値

��

�

�

�

�

�

�

�

� �

ステップ

���　ちょうど���ステップで値が����の点�%�にたどり着く

　のは，��ステップで値が���の点にたどり着いている

　場合である。

　この場合の数は，右の図から全部で

　　　　　　　　　　　��通り

　よって，求める確率は

　　　　　　　　　　
�
��
�� 

�

��

���　��ステップ以上移動する事象は，��ステップ以下で�$�に

　たどり着く場合の余事象である。

　$�にたどり着くのはステップが奇数回のときであるから，��ステップ以下なら次の

　>�@�～�>�@�のいずれかになる。

　>�@　��ステップで�$�にたどり着く。

　　���が���回続く場合であるから，この確率は　　
�
��
 
�

�

　>�@　��ステップで�$�にたどり着く。

　　この確率は�����から　　
�

��

　>�@　��ステップで�$�にたどり着く。

　　���ステップで値が���の点にたどり着いているから，この確率は�����から

　　　　　　　　　　　　　　
�

��
�
�

�
 
�

���

　以上から，求める確率は　　���
�

�
�
�

�� ��
�

���
 
��

���
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時刻���で点�%，&，'�に動く確率はそれぞれ　
�

�
12

時刻���で点�%�に動く場合，時刻�Q�までの間に���頂点のすべてに点�3�が現れる確率は

　　　　���� 
&�または�'�に行かない確率

　　　 ���� 
&�に行かない確率 �� 
'�に行かない確率

　　　　　　　　　　　　　　�� �� 
&�にも�'�にも行かない確率

　　　 ���
�Q �

� �
�

�
�

�Q �

� �
�

� ��
�Q �

� �
�

�
 ���

Q

� �
�

�
�

�Q �

� �
�

�

時刻���で点�&，'�に動く場合も，時刻�Q�までの間に���頂点のすべてに点�3�が現れる確

率は同じである。

以上から，求める確率は　　
�

�
･����

Q

� �
�

� ��
�Q �

� �
�

�
�� ���

Q

� �
�

�
�

�Q �

� �
�

�
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次のデータの第���四分位数，第���四分位数，第���四分位数を求めよ。１

���　��，��，��，��，��，��，��，��，��，��

���　�，�，��，��，��，��，��，��，��，��，��，��

� � � � � �

�

�

�

�人�

�回�

右のヒストグラムは，ある高校の生徒����人について，

ある���日間に校内の売店を利用した回数を調べた結果

である。

���　利用回数の最頻値，中央値を求めよ。

���　利用回数の平均値を求めよ。

２

次のデータは，ある����人の生徒の数学のテストの得点である。ただし，D�の値は���以上３

の整数である。

��　��　��　��　��　��　��　��　��　D　�点�

���　D�の値がわからないとき，このデータの中央値として何通りの値があり得るか。

���　このデータの平均値が������点のとき，このデータの中央値を求めよ。

��� ��� ��� ��� ���人��� ��� ��� ���

右の図は，ある店の����日間にわたる来客

数のデータの箱ひげ図である。

この箱ひげ図から読み取れることとして

正しいものを，次の�①�～�③�から���つ選

べ。

４

①　来客数�����人以上�����人未満のところには，半分以上の日が分布している。

②　来客数が�����人以上の日が����日以上あった。

③　少なくとも���日は，来客数が�����人以上である。

次のデータは，あるパズルに挑戦した����人について，完成させるまでにかかった時間�５

[��分��をまとめたものである。ただし，[�のデータの平均値を�[ �で表し，���分を超えた人

はいなかったものとする。次の問いに答えよ。

① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧ ⑨ ⑩

[ �� D � � �� �� � E �� �

�
� 
�[ [ � F �� �� � G �� � �� ��

���　D，E，F，G�の値を求めよ。

���　[�のデータの分散と標準偏差を求めよ。ただし，小数第���位を四捨五入せよ。

数学①　第８回試験　データの分析　　　���� �����



下の�$�～�'�の散布図と対応する相関係数�U�の値の組について適当なものを，次の�①�～�６

④�の中から選べ。

　　①　$：U ���　　　%：U ���　　　&：U ����　　'：U ���

　　②　$：U ���　　　%：U ���　　　&：U ����　　'：U ���

　　③　$：U ���　　　%：U ����　　&：U ���　　　'：U ���

　　④　$：U ����　　%：U ����　　&：U ���　　　'：U ���

$ % & '

下の表は，���人の生徒に����点満点の���種類のテスト�$，%�を行った得点の結果であ７

る。テスト�$，%�の得点をそれぞれ�[，\�とするとき，[�と�\�の相関係数�U�を求めよ。

ただし，小数第���位を四捨五入せよ。

生徒番号 � � � � � � � � � ��

[ �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

\ �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

���個の値からなるデータがあり，そのうちの����個の値の平均値は��，分散は��，残り����８

個の値の平均値は��，分散は���である。

���　このデータ全体の平均値を求めよ。　　���　このデータ全体の分散を求めよ。

Q�個の値の組として与えられている���つの変量�;，<�に対し，新たな変量�; �，< ��を�９

; � D;�E，< � F<�G���D，E，F，G�は定数で，D
�，F
���によって定義する。�

次の� ア �～� ウ �に当てはまるものを，下の���～���のうちからそれぞれ���つずつ

選べ。

���　; ��の分散は，;�の分散の� ア �倍になる。

���　; ��と�< ��の共分散は，;�と�<�の共分散の� イ �倍である。

���　; ��と�< ��の相関係数は，;�と�<�の相関係数の� ウ �倍である。

�　D　���　 �D 　���　DF　���　
DF

DF
　���　E　���　 �E 　�　EG　���　 EG



S　第���四分位数，第���四分位数，第���四分位数の順に１

　���　����，��，��　　���　����，��，����

S　���　最頻値���回，中央値�����回　　���　�����回２

S　���　��通り　　���　�����点３

S　②４

S　���　  D ��，  E ��，  F ��，  G ��　　���　��，����分５

S　②６

S　����７

S　���　�　　���　�８

S　� 
ア 　�　　� 
イ 　�　　� 
ウ 　�９

第���四分位数� �4 ，第���四分位数� �4 ，第���四分位数� �4 �は，それぞれ次のようになる。１

���　 �4  
��� ��

�
 ����， �4  ��， �4  ��

���　 �4  
��� ��

�
 ����， �4  

��� ��

�
 ��， �4  

��� ��

�
 ����

���　ヒストグラムから，最頻値は　��回２

　利用回数が少ない方から����番目の生徒の利用回数は���回，���番目の生徒の利用回数は

　��回である。

　よって，中央値は　　
�

� �� 
��  ������回�

���　平均値は　　
�

�� ���������������������� 
��  
��

��
 �������回�

���　人数は����人であるから，小さい方から���番目と���番目の得点の平均値が中央値とな３

　る。

　D�以外の得点を小さい順に並べると　　��，��，��，��，��，��，��，��，��

　>�@　D����のとき

　　��番目の得点は����点，��番目の得点は����点であるから，中央値は

　　　　　　　　　
��� ��

�
 �����点�

　>�@　D����のとき

　　��番目の得点は����点，��番目の得点は����点であるから，中央値は

　　　　　　　　　
��� ��

�
 �����点�

　>�@　���D����のとき

　　��番目と���番目の得点は�D�点と����点であるから，中央値は　　
�D ��

�
���点�

　　これは，D�の値によってすべて異なる。

　ゆえに，中央値は，�������� 
��  ����通り���の値があり得る。

���　得点の平均値が������点であるとき

　　　　　　　　　
�

�� ��������������������������� 
�D  ����



　これを解いて　　D ��

　���D����であるから，得点の中央値は　　
��� ��

�
 �������点�

①　第���四分位数は�����人以上であるが，第���四分位数は����人より大きいから，����人４

　以上�����人未満のところに半分以上の日が分布していることは読み取れない。

　よって，①�は正しくない。

②　中央値が�����人以上であるから，半分以上の日にちで来客数が�����人以上であること

　が読み取れる。

　よって，②�は正しい。

③　最大値が����人以上であるから，���人以上の日が少なくとも���日あることが読み取

　れるが，�日あるかどうかは読み取れない。

　よって，③�は正しくない。

以上から，正しいものは�②

���　番号���のデータに着目すると，  �� 
��� [ ��であるから，平均値�[ �は�����分�５

　[�のデータの総和は　  ��� �� ���

　よって　　  ����������� D � � �� �� � E �� � ���

　したがって　　  D ��� E

���　番号���のデータに着目すると，

　　  G  �� 
��� ��  �� ��

　番号���のデータに着目すると，  �� 
�E �� ��より　　  �E �� ��

　よって　　  E ���または�  E ��

　  E ���のとき，  D  ��� �� ���となり， �D ���に適する。

　  E ���のとき，  D  ��� �� ���となり， �D ���に適さない。

　よって　　  D ��，  E ��

　　　　　　  F  �� 
��� ��  �� ��

　したがって　　  D ��，  E ��，  F ��，  G ��

���　偏差の���乗の和は

　　  ���������� �� �� �� � �� �� � �� �� ���

　よって，分散は　  �
�

��
��� ��

　標準偏差は　(��  �(�������分�

$�と�'�の散布図では，正の相関関係があるから　　U!�６

また，その傾向は�$�の方が著しいから，$�の相関係数の方が�'�の相関係数よりも���に

近い。

&�の散布図では，負の相関関係があるから　　U��

%�の散布図では，相関が認められないから，相関係数は���に近い。

したがって　　②

[，\�の平均をそれぞれ�[，\ �とすると７

　　[ 
�

�� �
�������������������������� 
���  ��



　　\ 
�

�� �
�������������������������� 
���  ��

番号 �[ [ �\ \ �
� 
�[ [ �

� 
�\ \ � 
�[ [ � 
�\ \

� � � � � �

� �� � � � ��

� �� �� �� �� ��

� � � � �� �

� �� �� �� �� ��

� �� �� � � �

������� ��������� ��� �� ������������� ������������� �����������������������

� � �� �� � ��

� � � �� �� ��

�� � � � �� ��

計 ��� ��� ��

よって，次の表が得られる。

ゆえに　　U 
��

( ���� ���
 

��

��� ��
�����

���　���個の値の和は　　��������� ���８

　よって，このデータ全体の平均値は　　
���

��
 �

���　���個の値の���乗の平均値を�D�とすると　　　D� ��  �　　よって　D ��

　残りの����個の値の���乗の平均値を�E�とすると　E� ��  �　　よって　E ��

　よって，���個の値の���乗の和は　　D����E��� ����������� ����

　したがって，このデータ全体の分散は　　
����

��
� ��  ����� �

;，<，; �，< ��のそれぞれについて，９

　　平均値を�;，<，; �，< �，

　　分散を　� �
;V ， �

<V ，
�

; �V ， �
< �V 　とする。

また，;�と�<�の共分散を� ;<V ，相関係数を�U，; ��と�< ��の共分散を� ; �< �V ，相関係数を�U ��

とする。

���　 �
; �V  �D �

;V �が成り立つから，; ��の分散は，;�の分散の� �D �倍になる。　� 

ア�

���　 ; �< �V  ;<DFV �が成り立つから，; ��と�< ��の共分散は，;�と�<�の共分散の�DF�倍であ

　る。　� 

イ� �

���　U � 
; �< �V

; �V < �V
 

;<DFV

･D ;V F <V
 

DF

DF
U�

　よって，; ��と�< ��の相関係数は，;�と�<�の相関係数の�
DF

DF
�倍である。　� 


ウ� �

　U　�変量の変換�

　　変量�;，<�が�，Q�個の値の組�� 
�; ， �< ，� 
�; ， �< ，……，� 
Q; ， Q< �であるとし，



　　N �，……，Q�に対して， N; � ND; �E， N< � NF< �G�が成り立つとき

　　　　　Q �
; �V  �

� 
��; � ; � �……�
�

� 
�Q; � ; �

　　　　　　　�� �
� ��� 
��D; E � 
�D; E �……��

�
� ��� 
�QD; E � 
�D; E

　　　　　　　�� �D �
�

� 
��; ; �…… �� �
� 
�Q; ;

　　　　　　　�� �D Q �
;V

　　よって， �
; �V  �D �

;V �が成り立つ。

　　Q ; �< �V  � �; � 
�; � � �< � 
�< � �……�� Q; � 
�; � � Q< � 
�< �

　　　　　 �� �D; 
�E ��D; �
�E �� �F< 
�G ��F< �
�G

　　　　　　　　�……��� QD; 
�E ��D; �
�E �� QF< 
�G ��F< �
�G �

　　　　　 DF�� �; 
�; � �< 
�< �……�� Q; 
�; � Q< �
�<

　　　　　 ;<DFQV

　　よって， ; �< �V  ;<DFV �が成り立つ。



%$6,&問題
��K��S�のとき，次の等式を満たす�K�の値を求めよ。１

���　VLQK �
�

�
　　　　　　���　FRVK (�

�
　　　　　�����　WDQK (�

��K��S�のとき，次の不等式を解け。２

���　�FRV �K �(� 　　　　�����　�(� VLQK����　　　���　(� WDQK����

D，E，F�は鋭角で，WDQD �，WDQE �，WDQF ��であるとき，次の値を求めよ。３

���　WDQ � 
��D E F 　　　　�　　　　　　��������　D�E�F

S

�
�D�S�で，VLQD 

�

�
�のとき，VLQ�D，FRV�D，FRV

D

�
�の値を求めよ。４

次の式の値を求めよ。５

���　(� VLQ
S

��
�FRV

S

��
　　　　　　　���������　VLQ

�

��
S�FRV

�

��
S

�VLQ �KFRV�K �を和の形， �FRV�K FRV�K �を積の形にせよ。６

6WDQGDUG問題
��[�

S

�
�における�関数�\ ��VLQ[���FRV[ �の最大値と最小値を求めよ。７

また，最大値を与える�[�に対する�WDQ[ �の値を求めよ。

関数�\ VLQ[�FRV[��VLQ[FRV[���の最大値，最小値を求めよ。８

次の関数の最大値，最小値を求めよ。また，そのときの�[�の値を求めよ。９

　　　\ �VLQ [��VLQ [FRV[�� �FRV [　　���[ 
�S

K ����のとき，VLQ�K FRV�K �であることを示せ。また，これを利用して，VLQ��� �の10

値を求めよ。

次の値を求めよ。11

���　FRV���FRV���FRV���　　　　　　　　�����　VLQ����VLQ�����VLQ����
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実戦問題
��K��S�のとき，次の方程式，不等式を解け。12

���　VLQ� ��K
S

�
 �

�

�
　　　　　　　　　����　FRV� ���K

S

�
 (�
�

���　WDQ� ��K
S

�
!�　　　　　　　　　　�����　VLQ� ���K

S

�
��

�

�

D�を定数とする。[�についての方程式�� �FRV [��DVLQ[�D�� ��の���[��S�における13

異なる実数解の個数が�個となるための�D�の条件を求めよ。

地上にいる人が，高さ�����P�の高層ビルの屋上に立っている高さ����P�の鉄塔を見る。14

鉄塔の上端を�$，この人を�%，鉄塔の下端を�&�とするとき，�$%&�が最大となるのはこ

の人がビルから何�P�離れたときか。ただし，この人の身長は無視することとし，また，

ビルや鉄塔の水平方向の大きさも無視する。

以下の問いに答えよ。必要ならば，等式�FRV�K � �FRV K��FRVK �を利用してよい。15

���　�FRV��� �は���次方程式� �[ ��[�� ��の解であることを示せ。

���　 �[ ��[�� �[ 
��FRV��� �[ 
��FRVD �[ 
��FRVE �となる角度�D，E�を求めよ。た

　だし����D�E������とする。

次の関係式が成り立つとき，△$%&�はどのような形の三角形か。16

　　　　　FRV$�FRV% VLQ&

改・数学②第１回テスト　三角関数　　　　���� �����



S　���　K 
�

�
S，
��

�
S　　���　K 

S

�
，
��

�
S　　���　K 

S

�
，
�

�
S１

S　���　
�

�
S�K�

�

�
S　　���　��K�

S
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�
S�K��S２

　　　���　��K�
S

�
，

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K��S

S　���　�　　���　
�

�
S３

S　VLQ�D �
�(�
�
，FRV�D 

�

�
，FRV

D

�
 

��(� (�
�

４

S　���　(�　　���　
(�
�

５

S　順に　VLQ �K�VLQ �K，�FRV�KFRVK６

S　最大値��，最小値���　（後半）�WDQ  [
�

�
�７

S　最大値���(�，最小値��
�

�
８

S　[ 
S

�
�で最大値���(� ，[ 

�

�
S�で最小値���(�９

S　�前半�　略　　�後半�　VLQ��� 
��� (�
�

10

S　���　
�

�
　　���　�11

S　���　K 
S

�
，
�

�
S　　���　K 

�

�
S，
��

��
S，
�

�
S，
��

��
S12

　　　���　
�

��
S�K�

�

�
S，
��

��
S�K�

�

�
S　　���　

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K�

��

�
S

S　D��
�

�
，D �，��D�のとき���個13

S　���(� �P14

S　���　略　　���　D ���，E ����15

S　�$ 
S

�
��または���% 

S

�
�の直角三角形16
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���　直線�\ �
�

�
�と単位円の交点を�3，4�とすると，

　求める�K�は，動径�23，24�の表す角であるから

　　　　　　　　��　K 
�

�
S，
��

�
S

１

[�

�\

�2 �

��

��

�

3

4

(�
�

S

�

��

�
S

���　直線�[ (�
�
�と単位円の交点を�3，4�とすると，

　求める�K�は，動径�23，24�の表す角であるから

　　　　　　　　　��K 
S

�
，
��

�
S

�

��

��

�

3

4

7(�

�

�
S

S

�

[

\

2

���　点�7�� 
�，(� �をとり，直線�27�と単位円の交点を

　�3，4�とすると，求める�K�は，動径�23，24�の表

　す角であるから　　K 
S

�
，
�

�
S

3

3

�� �

�

��

�

�
S

�

�
S

�
�

(�

\

[2

���　不等式を変形して　　FRVK��
(�
�
 �

�

(�

　��K��S�の範囲で�FRVK �
�

(�
�を満たす�K�の

　値は　　K 
�

�
S，
�

�
S

　よって，角�K�の動径�23�が右の図のアミの部分にあ

　るとき，K�は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに，K�の値の範囲は

２

　　　　　
�

�
S�K�

�

�
S
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2 K�S
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�
S

�
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S

T　求める�K�の値の範囲は，関数�\ FRVK

　���K 
��S �のグラフが，直線�\ �
�

(�
�上

　またはそれより下側にあるような�K�の値の

　範囲である。

　よって，右の図から　　
�

�
S�K�

�

�
S

3 3

�

��

��

�
�

(�

�

�
S

S

�

\

[2

���　不等式を変形して　　VLQK�
�

(�

　��K��S�の範囲で�VLQK 
�

(�
�を満たす�K�の値は

　　　　　　K 
S

�
，
�

�
S

　よって，角�K�の動径�23�が右の図のアミの部分にあ

　るとき，K�は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに，K�の値の範囲は

　　　　　　��K�
S

�
，
�

�
S�K��S

7

���

�

��

3

[

\

\

2

K

�S

S

�

�

�
S

�

(�
\ 

�

(�

�

�
S

�

(�

3

S

�

2

T　求める�K�の値の範囲は，関数�\ VLQK

　���K 
��S �のグラフが，直線�\ 
�

(�
�上

　またはそれより下側にあるような�K�の値の

　範囲である｡

　よって，右の図から

　　　　　　��K�
S

�
，
�

�
S�K��S

���　不等式を変形して　　WDQK�
�

(�

　��K��S�の範囲で�WDQK 
�

(�
�を満たす�K�の値は

　　　　　　K 
S

�
，
�

�
S

　よって，角�K�の動径�23�が右の図のアミの部分にあ

　るとき，K�は与えられた不等式を満たす。

　ゆえに，K�の値の範囲は
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\ 
�

(�

�S�

�
S

S

�

�

(�

\

K2 S

�
�

�
S

　　　　��K�
S

�
，

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K��S

T　求める�K�の値の範囲は，関数�\ WDQK

　���K 
��S �のグラフが，直線�\ 
�

(�
�より下

　側にあるような�K�の値の範囲である。

　よって，右の図から

　　　　��K�
S

�
，

S

�
�K�

�

�
S，
�

�
S�K��S

���　WDQ � 
�D E  
�WDQD WDQE

�� WDQDWDQE
 

�� �

�� ･� �
 �

�

�
３

　WDQ � 
��D E F  WDQ � ��� 
�D E F  
�WDQ � 
�D E WDQF

�� WDQ � 
�D E WDQF
 

��
�

�
�

�� ･� ��
�

�
�

 �

���　D，E，F�は鋭角であるから　　��D�E�F�
�

�
S

　WDQ � 
�D E ���であるから，D�E�は第���象限にある。

　さらに，WDQ � ��� 
�D E F !��であるから，�D 
�E �F�は第���象限にある。

　よって，WDQ � 
��D E F  ��より　　D�E�F 
�

�
S

S

�
�D�S�であるから　　FRVD��４

ゆえに　　FRVD �( �� �VLQ D  �) ��
�

� �
�

�
 �

�(�
�

よって　　VLQ�D �VLQDFRVD �･
�

�
･� ��

�(�
�

 �
�(�
�

また　　　FRV�D ��� �VLQ D ���･
�

� �
�

�
 
�

�

次に　　　 �FRV  
D

�

�� FRVD

�
 
�

� ���� ���
�(�
�

 
�� �(�
�

S

�
�D�S��より，

S

�
�

D

�
�

S

�
�であるから　FRV !

D

�
�

したがって　　FRV
D

�
 )

���(�
�

 
�(� �

(�
 

��(� (�
�

���　(� VLQ
S

��
�FRV

S

��
 �VLQ� ��

S

��

S

�
 �VLQ

S

�
 �･

�

(�
 (�５

���　VLQ
�

��
S�FRV

�

��
S (� VLQ� ��

�

��
S

S

�
 (� VLQ

S

�
 (� ･

�

�
 (�
�
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�VLQ �KFRV�K �･
�

� �VLQ � 
��K �K ��VLQ � 
��K �K  VLQ �K�VLQ �K６

�FRV�K FRV�K �FRV
��K �K

�
FRV

��K �K

�
 �FRV�KFRVK

（前半）７

　\ ��VLQ[���FRV[ �VLQ � 
�[ D 　　　ただし　VLQD 
�

�
，FRVD 

�

�

　�D�[�D�
S

�
�D�より，�[�D 

S

�
�のとき　最大値　��

　�[�D 
S

�
�D　つまり�[ 

S

�
�のとき　最小値　�

（後半）

　�WDQ  [  WDQ� ��
S

�
D  

�

WDQD

�

�
�

VLQ[�FRV[ W�とおく。８

この式の両辺を���乗すると

　　　　　　 �VLQ [��VLQ[FRV[� �FRV [ �W

2

�
�

�
(��(�

�
�

�

��(�

��(�

W

\

よって　　　�VLQ[FRV[ �W ��

したがって

　　\ W��
�W 
�� �� �W �W 

�

� ��W
�

�
�
�

�

また，W VLQ[�FRV[ (� VLQ� ��[
S

�
�であるから

　　　　　　�(� �W�(� ��……�①

①�の範囲で�\�は

　　W (� ��で最大値����(�，

　　W �
�

�
��で最小値���

�

�
��

をとる。

　　\ 
�� FRV�[

�
��･

VLQ�[

�
��･

�� FRV�[

�
 VLQ�[�FRV�[��９

　　�� (� VLQ� ���[
S

�
��

�[�
S

�
 W�とおくと，��[�S�から　　

S

�
�W�

�

�
S　……�①

①�の範囲において，\ (� VLQW���は

　　　　W 
S

�
�で最大値���(� �をとり，

　　　　W 
�

�
S�で最小値���(� �をとる。

W 
S

�
�のとき�[ 

S

�
，W 

�

�
S�のとき�[ 

�

�
S�であるから，この関数は
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　　　　[ 
S

�
�で最大値���(� �をとり，

　　　　[ 
�

�
S�で最小値���(� �をとる。

K ����のとき　　�K ���　　よって，�K��K ����より，�K �����K�であるから10

VLQ�K VLQ � 
���� �K  FRV�K

VLQ�K �VLQKFRVK，FRV�K ��FRVK�� �FRV K �であるから

　　　　　�VLQKFRVK ��FRVK�� �FRV K

FRVK
��であるから　　�VLQK ���� �FRV K

よって　　�VLQK ������ 
� �VLQ K

整理して　� �VLQ K��VLQK�� �　　　これを解いて　VLQK 
��� (�
�

VLQK!��であるから　　VLQK 
��� (�
�

U　��倍角の公式　　VLQ�D �VLQD�� �VLQ D，FRV�D ��FRVD�� �FRV D

>証明@　VLQ�D VLQ � 
��D D  VLQ�DFRVD�FRV�DVLQD

　　　　　　�� �VLQDFRVDFRVD��� 
�� �VLQ D VLQD

　　　　　　�� �VLQD� 
�� �VLQ D �VLQD�� �VLQ D

　　　　　　�� �VLQD�� �VLQ D

　　　��FRV�D FRV � 
��D D  FRV�DFRVD�VLQ�DVLQD

　　　　　　�� ��
�FRV D 
�� FRVD��VLQDFRVDVLQD

　　　　　　�� � �FRV D�FRVD��FRVD �� 
� �FRV D

　　　　　　�� ��FRVD�� �FRV D

���　FRV���FRV���FRV��� 
�

� �
FRV��� 
�FRV��� FRV���11
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�

�
FRV����
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���　VLQ����VLQ�����VLQ���� �VLQ��� 
�VLQ���� �VLQ����

　　　　　　　　　　　　　　�� �VLQ����FRV�����VLQ����

　　　　　　　　　　　　　　�� �VLQ�����VLQ���� �

���　K�
S

�
 W�とおくと　　VLQW �

�

�
　……�①12
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VLQ[ W�とおくと，方程式は　 �
� 
�W D � �D �D �13

また，��[��S�より　　���W��
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よって，I � 
W  
�

� 
�W D � �D �D ��の����W���における実数解の個数を調べればよ

い。ただし，VLQ[ W�を満たす�[�は，W
���であれば���つあり，W ���であれば���つ

ある。

>�@　I � 
�  �D�� ��のとき

　D ��であるから　　I � 
W  
�

� 
�W �

　よって，I � 
W  ��は重解�W ��をもつ。したがって，[�の実数解は���個。

>�@　I � 
��  �D�� ��のとき

　D �
�

�
�であるから　　I � 
W  

�

� ��W
�

�
�
�

�

　I � 
W  ��すなわち�
�W �
�

�
W�
�

�
 ��を解くと　W ��，

�

�

　したがって，[�の実数解は���個。

>�@　I � 
W  ��が����W���に実数解を���つもつとき

　　　　　"
��� �D ������かつ� �D D ����� 
頂点の位置から

 I � 
� !��D � �

 I � 
�� !��D � �

　この連立不等式を解くと　　�
�

�
�D��

　このとき，[�の実数解は���個。

>�@　I � 
W  ��が����W���に実数解を���つもつとき

　このときは，次の��ア��か��イ��のどちらかである。

　　　�ア�　I � 
W  ��が����W���に重解をもつ。

　　　�イ�　I � 
� I � 
�� ��

　�ア��のとき，� �D �D ��を満たすから　　D ������

　D ��のとき�I � 
W  
�W �であるから，確かに重解�W ��を����W���にもつ。

　このとき，[�の実数解は���個。

　D ��のとき�I � 
W  
�

� 
�W � �であるから，���W���には解をもたない。

　�イ��のとき　　��D 
�� ��D 
�� ��

　よって　　　　D��
�

�
，��D

　このとき，[�の実数解は���個。

まとめると　�
�

�
�D���のとき���個，　D �

�

�
�のとき���個，

　　　D��
�

�
，D �，��D�のとき���個，

　　　D ��のとき���個，　��D���のとき���個

以上より，解が�個となる条件は　�D��
�

�
，D �，��D�
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%

D

E

$

&

'[�P

����P

���P

人がビルから�[�P�離れているとする。

また，ビルの下端を�'�とし，右の図のように，

�$%' D，�&%' E �とすると

　　　WDQD 
���

[
，WDQE 

���

[

したがって

　　　WDQ�$%& WDQ � 
�D E  
�WDQD WDQE

�� WDQDWDQE

　　　　　　　　�� 

�
���

[

���

[

��
���

[
･
���

[

 

��

[

��
�����

�[

14

　　　　　　　　�� 
��

�[
�����

[

[!��であるから，相加平均と相乗平均の大小関係により

　　　　　[�
�����

[
��)[･

�����

[
 ���(�

等号が成り立つのは，[ 
�����

[
��かつ��[!�，すなわち�[ ���(� �のときである。

���$%&�
S

�
�であるから，WDQ�$%&�が最大のとき，�$%&�も最大である。

したがって，人がビルから����(� �P�離れたとき，�$%&�は最大となる。

U　FRV�K FRV � 
��K K  FRV�KFRVK�VLQ�KVLQK15

�　��　　　� ��
�FRV K 
�� FRVK��VLQKFRVK･VLQK

����　　　　 � �FRV K�FRVK���� 
� �FRV K FRVK � �FRV K��FRVK

���　�　 �
� 
�FRV��� ��･�FRV�����

　　 � �FRV �����FRV����� ���
�FRV ��� 
��FRV��� ��

　　 �FRV � 
�� ��� �� �FRV������ �･� ��
�

�
�� �

　よって，�FRV��� �は�
�[ ��[�� ��の解である。

���　　　　　 �
� 
�FRVK ��･�FRVK�� �

　　　� ����
�FRV K 
��FRVK �� �

　　　� ��FRV�K�� �� �FRV�K �
�

�
　……�①

　ここで，①�を満たす�K������K 
����� �を求めると，����K������であるから

　　　　　　�K ����，����，����　　　　　よって　　K ���，���，����

　ゆえに，�FRV���，�FRV���� �は�
�[ ��[�� ��の��FRV��� �以外の���つの解である。

　D�E�であるから　　D ���，E ����
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$�%�& S　……�①�であるから　　$�% S�&16

よって　FRV$�FRV% �FRV
�$ %

�
FRV

�$ %

�

　　　　　　　　　　�� �FRV� ��
S

�

&

�
FRV

�$ %

�

　　　　　　　　　　�� �VLQ
&

�
FRV

�$ %

�

また　　VLQ& VLQ� �･�
&

�
 �VLQ

&

�
FRV

&

�

ゆえに，等式�FRV$�FRV% VLQ& �から　�VLQ
&

�
FRV

�$ %

�
 �VLQ

&

�
FRV

&

�

VLQ
&

�

��であるから　FRV

�$ %

�
 FRV

&

�

この等式を更に変形すると　FRV
�$ %

�
�FRV

&

�
 �

　　　　　　　　　　　　　��VLQ
��$ % &

�
VLQ

��$ % &

�
 �

　　　　　　　　　　　　　VLQ
�� 
�$ & %

�
VLQ

�$ � 
�% &

�
 �　……�②

$，%，&�は三角形の内角であるから

　　　　��$�&�S，��%�S

したがって，�S��$ 
�& �%�S�から

　　　　�
S

�
�

�� 
�$ & %

�
�

S

�

同様に考えて　�
S

�
�

�$ � 
�% &

�
�

S

�

よって，②�から

　　　　
�� 
�$ & %

�
 �　すなわち　$�%�& �　……�③

　　　　
�$ � 
�% &

�
 �　すなわち　$�%�& �　……�④

①�③�から　�% S　すなわち　% 
S

�

①�④�から　�$ S　すなわち　$ 
S

�

したがって，△$%&�は，�$�が直角または��%�が直角の直角三角形である。
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%$6,&問題
����� �(�� �

�

�
�
(� � �)�

�

�
�を簡単にせよ。１

����
��( �� �� �

� 
��� ��

��� ��
	

�(� �
��
�を簡単にせよ。

次の数の大小を不等号を用いて表せ。２

���　(�，
�
(�，

�
(�　　　　　　　　　　　���　

��� ， ��� ， ����

�
�[ �

��
�[  ��のとき，

�
�[ �

��
�[ ，

�
�[ �

��
�[ �の値を求めよ。３

次の計算をせよ。４

　　
�

� �ORJ ��� �ORJ
��

�
� �ORJ

�

�

���　 �ORJ � D�とおくとき， ��ORJ �� �を�D�で表せ。５

���　 �ORJ � D， �ORJ � E�とおくとき， �ORJ �� �を�D，E�で表せ。

�����の花粉を除去できるフィルターがある．��������より多くの花粉を一度に除去する６

には，このフィルターは最低何枚必要か．ただし�  ��ORJ � �������とする．

6WDQGDUG問題篇７

[�  \�  ��� �のとき，
�

[
�
�

\
�の値を求めよ。８

次の方程式，不等式を解け。９

���　 [� ���･
�[�  �　　　　　　　　　　　����　

�[ �

� �
�

�
�

�[ �

� �
�

�
!
�

��

次の不等式を解け。10

���　 �ORJ � 
�[ � � �
�

ORJ � 
�� [ ��　　　　　���　� �ORJ � 
�[ � � �ORJ � 
�[ � ��

���　�� �
�

ORJ [! �
� 
�ORJ [

ある自然数�Q�に対して� Q� �は����桁で最高位の数字が���となる。11

��ORJ � ������， ��ORJ � �������として，Q�の値を求めよ。また， Q� �の末尾の数字を求

めよ。

������ �を小数で表すとき，次の問いに答えよ。12

����小数第何位に初めて���でない数字が現れるか。

�������において，その初めて現れる���でない数字を答えよ。

ただし， ��ORJ � ������， ��ORJ � �������とする。
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実戦問題篇

連立方程式��
 �･�

[� \� ���

 ��ORJ � 
�[ � �ORJ � 
�\ � ��
　を解け。13

関数�\ ��
[� 
� �[� ��

[� 
� �[� �����について， [� � �[�  W�とおくとき，\�を�W�の式で14

表せ。また，\�の最大値とそのときの�[�の値を求めよ。

不等式� [ORJ � 
� ���[ \ �� !��が表す領域を図示せよ。ただし，[!��かつ�[
��とする。15
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S　����　� �(�　���　��１

S　���　 �
(� �(� �

�
(� 　　���　

��� � ��� � ����２

S　順に��，(�３

S　�４

S　���　�D　　���　
��� D DE

�� D
５

S　��枚６

S　
�

�
８

S　���　[ �　　���　[��９

S　���　 �� �[ �　　���　 �� �[ ��　　���　
�

�
�[��10

S　Q ��，末尾の数字は��11

S　�ア�　��　　�イ�　�12

S　[ �，\ �13

S　\ � �W ��W��，[ �ORJ � 
�� (� �で最大値��14

[�

�\

�2

�

�

�
�

��(�

�
�

�

��(�

S　�図�　境界線を含まない15
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�
(�� �

�

�
�
(� � �)�

�

�
 �

( ･
�� � �

�

�
�
( �� � �)

�
��
 � �(� �

�

�
�
(� �

�
(�
�
 � �(�１

��( �� �� �
� 
��� ��

��� ��
	

�(� �
��
 

���
�
�� �� �� �� �� ��

��� 
�� � �
� 

��

�
��

�
�
�� �

　　　　　　　　　　　　　　�� 
���

�
�� �� �� ��

���� �� ��
�

��
�
��

　　　　　　　　　　　　　　�� 
�������

�
� � � � � �

�� � �� ��  �� � ��  ��

���　��つの数を，それぞれ���乗すると２

　　　　 �
� 
(�   

�

� 

�
��  �� � ， �

� 

�
(�   

�

� 

�
��  �� � ， �

� 

�
(�  �

　������であるから　　 �
� 

�
(� �

�
� 
(� �

�
� 

�
(� 　　ゆえに　　 �

(� �(� �
�
(�

T　(�  
�
��  

�･
�
��  

�
�� ， �

(�  
�
��  

�･
�
��  

�
�� ， �

(�  
�
��

　������であるから　　
�
�� �

�
�� �

�
�� 　　すなわち　　 �

(� �(� �
�
(�

���　 ���  ��
� 

��  ��� ， ���  ��

� 

��  ���

　�������であるから　　 ��� � ��� � ���� 　　すなわち　　 ��� � ��� � ����

[�

�\

�2 D E

QD

QE

\ Q[

�[ 
��

V　解答では，次の事柄を使っている。

　>�@　D!�，E!��で，Q�が自然数のとき

　　　　　D�E � � QD � QE

　>�@　D!�，E!��で，Q�が自然数のとき

　　　　　D�E � �
�
QD �

�
QE

�
�[ �

��
�[  �

�

� 
�
�
�[

��
�[ ･� ･

�
�[

��
�[  �

�

� 
�
�
�[

��
�[ �  �� �� �３

 
�

� 
�
�
�[

��
�[ �

�
�[ �

��
�[ �  ��� �

�
�[ �

��
�[ !��であるから　　

�
�[ �

��
�[  (�

�

� �ORJ ��� �ORJ
��

�
� �ORJ

�

�
 �ORJ � �	�

�
���
��

�

�

�
 �ORJ � ���

�
�� 


��
��

�

�

�
４

 �ORJ � ����
��

�

�

�
 �ORJ ��  �
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���　 ��ORJ �� 
�ORJ ��

�ORJ ��
 
� �ORJ �

�
 � �ORJ � �D５

���　 �ORJ �� 
�ORJ � 
���� � �

�ORJ � 
�� �
 

��� �ORJ � �ORJ �

�� �ORJ �

　ここで　　 �ORJ � 
�ORJ �

�ORJ �
 �ORJ � ･ �ORJ � DE　　よって　 �ORJ �� 

��� D DE

�� D

��枚のフィルターで������の花粉が残るから，Q�枚のフィルターでは� Q��� �の花粉が残る�６

よって，求める条件は　 �Q��� �� ��������すなわち�� �Q��� ������

この両辺の常用対数をとると　 �Q ��ORJ ��� ��ORJ ������

ゆえに　　 �Q� 
���ORJ � � ���から　 �Q � 
������� ��

よって　　 !Q
�

������
 ���……　　したがって　　��枚．

７

[�  \�  ��� �から　　 ��ORJ [�  ��ORJ \�  ��ORJ ���８

よって　　[� ��ORJ � \ ��ORJ � � ��ORJ ��

したがって　　[ 
� ��ORJ ��

��ORJ �
，\ 

� ��ORJ ��

��ORJ �

ゆえに　　
�

[
�
�

\
 

���ORJ � ��ORJ �

� ��ORJ ��
 

��ORJ ��

� ��ORJ ��
 
�

�

���　方程式の両辺に� [� ��� 
!� �を掛けて　　 �
� 


[� ��� �･
[�９

　ゆえに　　 �
� 


[� ��･
[� ��� �

　 [�  W�とおくと，W!��であり，方程式は　　�� �W ��W��� �

　よって　　�W 
�� �W 
��  �　　　　W!��であるから　　W �

　ゆえに　　 [�  �　すなわち　 [�  ��

　したがって　　[ �

���　不等式を変形すると　　
�

�

�

� �
[

� �
�

�
�
�

��

[

� �
�

�
�
�

��
!�

　両辺に����を掛けて　　　���
�

� �
[

� �
�

�
��

[

� �
�

�
��!�

　
[

� �
�

�
 W�とおくと，W!��であり，不等式は　　� �W ��W��!�

　よって　　��W 
�� ��W 
�� !�

　�W��!��であるから　　�W��!�　すなわち　W!
�

�
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　ゆえに　　
[

� �
�

�
!
�

�
　すなわち　

[

� �
�

�
!

�

� �
�

�

　底�
�

�
�は���より小さいから　　[��

���　真数は正であるから， !�[ � ���かつ�� !�� [ ��より　　 �� �[ �　……�①10

　 �
�

ORJ � 
�� [  
�ORJ � 
�� [

�ORJ
�

�

 � �ORJ � 
�� [ �であるから，不等式は

　　　　　　　 ���ORJ � 
�[ � �ORJ � 
�� [ �

　ゆえに　　　 ��ORJ � 
�[ � �ORJ � 
�� [

　底���は���より大きいから　　 ��[ � �� [

　よって　　　 �[ �　……�②

　①，②�から，解は　　 �� �[ �

���　真数は正であるから， !�[ � ���かつ�� !�[ � ��より　　 ![ �　……�①

　不等式から　　 ��ORJ �
� 
�[ � �� �ORJ � 
�[ �

　すなわち　　　 ��ORJ �
� 
�[ � �ORJ �� 
�[ �

　底���は���より大きいから　　 ��� 
�[ � �� 
�[ �

　整理して　　 ����[ ��[ �� �　　　　ゆえに　　�[ 
�� �[ 
��� ��

　したがって　　 ��� �[ ��　……�②

　①，②�から，解は　　 �� �[ ��

���　真数は正であるから　　 ![ �　……�①

　 �
�

ORJ [ 
�ORJ [

�ORJ
�

�

 � �ORJ [ �であるから，不等式は　　 !�� �ORJ [ �
� 
�ORJ [

　ゆえに　　　　 ����� 
�ORJ [ �ORJ [ � �

　したがって　　 �� 
��ORJ [ � � 
��ORJ [ � �

　よって　　　　 ��� ��ORJ [ �　すなわち　 ��ORJ
�

�
��ORJ [ �ORJ �

　底���は���より大きいから　　 �
�

�
�[ �　　　　これは�①�を満たす。

Q� �は����桁で最高位の数字が���であるから　　�� ���� � Q� ��� ����11

各辺の常用対数をとると　　 ��ORJ � 
�� ���� � ��ORJ Q� � ��ORJ � 
�� ����

�� ����  ���� 	��であるから　　� ��ORJ �����Q ��ORJ ����� ��ORJ �

��ORJ � �������として計算すると　　��������Q���������������

よって　　　　�����…�Q������…

Q�は自然数であるから　　Q ��
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��  ���であるから， P
� 

�� ���P�は自然数��の末尾の数字は常に���である。

���  ��
� 

�� �であるから， ��� �の末尾の数字は　�

�ア�　 ��ORJ ������  �� ��ORJ
�

��
 ��� ��ORJ �� ��ORJ � 
� ��ORJ ��  ���������������� 
��12

　　　　　　　�� �������

　よって　　���� ��ORJ ������ ����

　ゆえに　　 ����� � ������ � �����

　したがって， ������ �を小数で表すと，小数第�ア���位に���でない数字が現れる。

�イ�　 ������  ���������  ������� � �����

　 ��ORJ � ������， ��ORJ � �������より� ��������  �， ��������  ��であるから

　　　　　　�� ������� ��

　よって　　�� ����� � ������ ��� �����

　したがって， ������ �を小数で表したとき，初めて現れる���でない数字は　イ�
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�
 �･�

[� \� �������……�①

 ��ORJ � 
�[ � �ORJ � 
�\ � ������……�②
��とする。13

真数は正であるから　　[��!�，\��!�

すなわち　　[!��，\!��　……�③

②�から　　 �ORJ
�[ �

�\ �
 �ORJ ���

よって　　
�[ �

�\ �
 
�

�
�から　\�� ��[ 
��

ゆえに　　\ �[��　……�④

④�を�①�に代入すると　　�･
[� � ��[ ��  ���

この式の両辺に���を掛けて整理すると　　 �
� 


[� ���･
[� ��� �

ここで， [�  W�とおくと，③�より�W!
�

�
�である｡

�W ���W��� ��から　　�W 
��� �W 
��  �

W!
�

�
�であるから　　W ��

ゆえに　　 [�  ��　　　　したがって　　[ �

このとき，④�から　　\ �･��� �

これらはともに�③�を満たす。

[� � �[�  �[� � ��[�  �
� 
�[� �[� ��･

[� ･
�[�14

　　　�� �
� 
�[� �[� �� �W ��

ゆえに　　\ �W��
�W 
�� ���　　　　　よって　　\ � �W ��W��

�2 W��

\

�

�

[� !�， �[� !��であるから，相加平均と相乗平均の大小

関係により

　　　　　 [� � �[� ��( [� ･
�[�  �

等号は� [�  �[� ��すなわち��[ ��のとき成り立つ。

ゆえに　　W��　……�①

また　　　\ � �
� 
�W � ��

①�の範囲において，\�は�W ��で最大値���をとる。

W ��のとき　　 [� � �[�  �

両辺に� [� �を掛けて整理すると　　 �
� 


[� ��･
[� �� �

[� !��であるから　　 [�  ��(� 　　　　よって　　[ �ORJ � 
�� (�

したがって　　[ �ORJ � 
�� (� �で最大値��
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�2

�

W [�W �[� �

W [� � �[�W

[

U　W [� � �[� �のグラフは，右の図のようになり，

　　　��つの�W�の値に対応する�[�の値の個数は

　　　　　　　W���のとき　��個

　　　　　　　W ��のとき　��個

　　　　　　　W!��のとき　��個

　　　となる。

真数は正であるから　　 !���[ \ � �15

よって　　 �\ ��[ �　……�①

また， ![ ���かつ�� 
[ ��は底の条件を満たす。

与えられた不等式を変形すると　　 [ORJ !� 
���[ \ � [ORJ �[

>�@　 ![ ��のとき　 !���[ \ � �[

　ゆえに　　 �\ ��� �[ �[ �

　すなわち　\�� �
� 
�[ � ��

>�@　 �� �[ ��のとき　 ����[ \ � �[

　ゆえに　　 !\ ��� �[ �[ �

　すなわち　\!� �
� 
�[ � ��

[�

�\

�2

�

�

�
�

��(�

�
�

�

��(�

>�@，>�@�より

　直線�[ ��の右側と，放物線�\ � �
� 
�[ � ���の

　下側の共通部分

および

　直線�[ ��の右側かつ�[ ��の左側と，

　放物線�\ � �
� 
�[ � ���の上側の共通部分

これと�①�の共通部分が求める領域で，右の図の斜線部分。

ただし，境界線を含まない。
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%$6,&問題
��点�$�� 
�� ，%�����について，次のものを求めよ。１

���　��点�$，%�間の距離

���　線分�$%�を��：��に内分，外分する点の座標

���　線分�$%�の中点

次の直線の方程式を求めよ。２

���　点���， 
�� �を通り，直線��[�\�� ��に平行な直線，垂直な直線

���　点�� 
��，� �を通り，直線��[��\�� ��に平行な直線，垂直な直線

���　点���， 
�� �を通り，��点����， 
�� ，� 
�，� �を通る直線に平行な直線，垂直な直線

���　��点�� 
�，� ，��， 
�� �を直径の両端とする円の方程式を求めよ。３

���　��点�� 
�，� ，��， 
�� ，���， 
�� �を通る円の方程式を求めよ。

N�を定数とする。点�� 
�，� �から直線�N[�\�� ��へ下ろした垂線の長さが�(� �となる４

ように，N�の値を定めよ。

67$1'$5'問題
直線��[��\�� ��を�@とする。直線�@に関して点�$�� 
�，� �と対称な点を�%，点�$�か５

ら�@に下ろした垂線と��@との交点を�+�とするとき，次のものを求めよ。

���　点�%�の座標　　　　　　　　　　　　　���　点�+�の座標

��直線�[��\�� ���……�①，[�\ ���……�②，D[��\�� ���……�③�が三角形を作６

らないとき，定数�D�の値を求めよ。

点�� 
��，� �を通り，[�軸，\�軸に接するような円の方程式を求めよ。７

円� �[ � �\ ��[��\ ��と直線�D[�\�D ��が異なる���点�$，%�で交わる。８

���　D ���のとき，弦�$%�の長さを求めよ。

���　弦�$%�の長さが最大となるとき，定数�D�の値を求めよ。

��つの円� �[ � �\ ��[��\��� ���……�①，
�[ � �\ ��[��\ ���……�②��について，次９

の問いに答えよ。

���　��つの円�①，②�は異なる���点で交わることを示せ。

���　��つの円�①，②�の���つの交点と点�� 
�，� �を通る円の方程式を求めよ。
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実戦問題
座標平面上に���点�$�� 
��，� ，%�� 
�，� �と放物線�\ �[ ��[����がある。点�3�が放物線10

上の���[���の範囲を動くとき，△3$%�の面積が最小となるときの点�3�の座標を求め

よ。

点�3�� 
�，� �から円� �[ � �\  ���に引いた���本の接線の接点を�$，%�とするとき，直線�$%11

の方程式を求めよ。

円� �[ � �\  �　……�①�と円�
�

� 
�[ � � �\  �　……�②�の共通接線の方程式を求めよ。12
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S　���　�　　���　内分��，外分��　　���　�１

S　���　平行：�[�\��� �，垂直：[��\�� �２

　　　���　平行：�[��\�� �，垂直：�[��\��� �

　　　���　平行：[��\�� �，垂直：�[�\�� �

S　���　 �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  ��　　���　 �[ � �\ ��[��\ �３

S　N ���(��４

S　���　� �
��

�
，
�

�
　　���　� �

��

�
，
��

�
５

S　D ��，�
�

�
，�６

S　 �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  �， �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  ��７

S　���　�(�　　���　D �
�

�
８

S　���　略　　���　 �[ � �\ ���[��\��� �９

S　�
�

�
， ��

�

�
10

S　�[�\ ��11

S　�[��\ ��，[��(� \ ��12
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���　$% ��� 
��  �  �１

���　�：��に内分する点の座標は　　[ 
�･� � 
�� ･� �

�� �
 
��

�
 �

　　�：��に外分する点の座標は　　[ 
�･�� � 
�� ･� �

�� �
 
��

�
 �

���　[ 
��� �

�
 �

���　�[�\�� ��から　　\ �[��２

　よって，与えられた直線の傾きは　�

　>�@　平行な直線の方程式は

　　　　　　　\�� 
��  ��[ 
�� 　　すなわち　　�[�\��� �

　>�@　垂直な直線の傾きを�P�とすると

　　　　　　　�P ��　　　　よって　　P �
�

�

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　\�� 
��  �
�

� �[ 
�� 　　すなわち　　[��\�� �

���　�[��\�� ��から　　\ �
�

�
[�
�

�

　よって，与えられた直線の傾きは　�
�

�

　>�@　平行な直線の方程式は

　　　　　　　\�� �
�

� �[�� �
�� 　　すなわち　　�[��\�� �

　>�@　垂直な直線の傾きを�P�とすると

　　　　　　　�
�

�
P ��　　　　よって　　P 

�

�

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　\�� 
�

� �[�� �
�� 　　すなわち　　�[��\��� �

���　��点����， 
�� ，� 
�，� �を通る直線の傾きは　　
�� � 
��

�� � 
��
 
�

�

　>�@　平行な直線の方程式は

　　　　　　　\�� 
��  
�

� �[ 
�� 　　すなわち　　[��\�� �

　>�@　垂直な直線の傾きを�P�とすると

　　　　　　　
�

�
P ��　　　　よって　　P ��

　　したがって，求める垂直な直線の方程式は

　　　　　　　\�� 
��  ���[ 
�� 　　すなわち　　�[�\�� �
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[�

�\

�2

3�� 
[，\

� 
�，�

$�� 
�，�

%���， 
��

(��

���　この円の中心は，��点���，��，��，����を結ぶ線分の

　中点であるから，その座標は　　��，��

　半径�U�は中心���，���と円上の点���，���との距離である

　から　　 �U  �
� 
�� � � �

� 
�� �  ��

　よって，求める円の方程式は

　　　　　 �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  ��

���　求める円の方程式を� �[ � �\ �O[�P\�Q ��とす

　る。

３

　点���，���を通るから　　　　��� �� � �� ��O�P�Q �

　点���，����を通るから　　　��� �� � �
� 
�� ��O��P�Q �

　点����，����を通るから　　��� �
� 
�� � �

� 
�� ��O��P�Q �

　整理すると　　　���O�P�Q��� �

　　　　　　　　　���O��P�Q���� �

　　　　　　　　　���O��P�Q��� �

　これを解いて　　��O ��，P �，Q �

　よって，求める円の方程式は　　 �[ � �\ ��[��\ �

題意を満たすための条件は　　
��･N � � �

( ��N �
 (�４

よって　　� N��  (�( ��N �

この両辺は負でないから，��乗しても同値である。

ゆえに　　　　� �
� 
�N �  ��

�N 
��

整理して　　　 �N ��N�� �

したがって　　N ���(��
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$�� 
�，�

%��S，T�

+

@

\

2
[

���　点�%�の座標を�� 
S，T �とする。

　>�@　直線�@の傾きは�
�

�
，直線�$%�の傾きは�

�T �

�S �

　　である。

　　$%�@であるから

　　　　　　　　
�T �

�S �
･
�

�
 ��

　　すなわち　　�S��T ��　……�①

　>�@　線分�$%�の中点�� �
�S �

�
，
�T �

�
�が直線�@上に

５

　　あるから

　　　　　　　　�･
�S �

�
��･

�T �

�
�� �

　　すなわち　　�S��T ��　……�②

　①，②�を連立して解くと　　S 
��

�
，T 

�

�

　したがって，点�%�の座標は　　� �
��

�
，
�

�

���　点�+�は線分�$%�の中点であるから，その座標は

　　　　　　� �
��
��

�

�
，

��
�

�

�
　　すなわち　　� �

��

�
，
��

�

直線�①�の傾きは���
�

�
，　直線�②�の傾きは����，　直線�③�の傾きは��

D

�
６

��直線�①，②，③�が三角形を作らないのは，次の�>�@，>�@，>�@�の場合である。

　　　　>�@　��直線�①，③�が平行　　　　　>�@　��直線�②，③�が平行

　　　　>�@　��直線�①，②，③�が���点で交わる。

>�@�の場合　　�
�

�
 

D

�
　　　��よって　D �

�

�

>�@�の場合　　�� 
D

�
　　　　よって　D ��

>�@�の場合　　①，②�を連立して解くと　[ ��，\ �

　よって，直線�①，②�の交点の座標は　　� 
��，�

　点�� 
��，� �が直線�③�上にあるから　　D･� 
�� ��･��� �

　整理して　　�D�� �　　　　ゆえに　D �

　このとき，直線�③�は�[�\�� ��となり，直線�①，②�とは一致しない。

したがって，求める�D�の値は　　D ��，�
�

�
，�
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　円の中心は第���象限にあるので，半径を�U�とおくと中心の座標は�� 
�U，U �と表せる｡７

　よって，求める円の方程式は　 �
� 
�[ U � �

� 
�\ U  �U

　この円が点�� 
��，� �を通るから　 �
� 
��� U � �

� 
�� U  �U

　式を整理して　　 �U ��U�� �

　�U 
�� �U 
��  ��より　　U �，�

　したがって，求める円の方程式は

　　　　　　　 �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  �， �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  ��

[�

�\

�2

O

G

� 
�，�

(�

���　 �[ � �\ ��[��\ ��を変形すると

　　　　　　 �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  �　……�①

　D ���のとき，直線の方程式は

　　　　　　[�\�� �　……�②

　円�①�の中心���，���と直線�②�の距離�G�は

　　　　　　G 
��� � �

( ��� �
� 
��

 (�

　円�①�の半径は�(� �であるから，弦�$%�の長さを��O�

８

　とすると　　 �O  �
� 
(� �

�G  ��� �

　O!��であるから　　O (�　　　　よって　　$% �O �(�

T　②�から　　\ [��

　これを� �[ � �\ ��[��\ ��に代入して　　 �[ � �
� 
�[ � ��[���[ 
��  �

　よって　　� �[ ��[�� �　……�③

　円と直線の交点�$，%�の座標を��D，D 
�� ，�E，E 
�� �とすると，D，E�は���次方程式�

　③�の解であるから，解と係数の関係により

　　　　　　　　　　D�E 
�

�
 �，��DE �

�

�

　よって　　 �$%  �
� 
�E D � �

� ��� 
�E � � 
�D �  � �
� 
�E D  ��

�
� 
�D E ���DE

　　　　　　　　 ��
�� ��･� ���

�

�
 ��

　$%!��であるから　　$% (��  �(�

���　弦�$%�の長さが最大になるのは，弦�$%�が円の直径になるときである。

　このとき，直線�D[�\�D ��は円の中心���，���を通るから

　　　　　　　�･D���D �　　　　よって　　D �
�

�
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[�

�\

�2

①�半径��

②�半径�(�
��，��

��，��

G

���　①�を変形すると　　 �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  �

　よって，円�①�の中心は点���，��，半径は���である。

　②�を変形すると　　 �
� 
�[ � � �

� 
�\ �  �

　よって，円�②�の中心は点���，��，半径は�(� �である。

　��つの円�①，②�の中心間の距離�G�は

　　　　　G ( ��� 
�� � �
� 
�� �  (�

　ゆえに　　(� ���G�(� ��

　したがって，��つの円�①，②�は異なる���点で交わる。

９

���　N�を定数として，方程式

　　　　　　　 �[ � �\ ��[��\����N�
�[ � �\ ��[ 
��\  �　……�③

　を考える。

　����により，��つの円�①，②�は���点で交わり，③�は���つの円�①，②�の���つの交点を通

　る図形を表す。

　図形�③�が点�� 
�，� �を通るとき　　���N �　　　　よって　N �
�

�

　これを�③�に代入して整理すると　　 �[ � �\ ���[��\��� �

　これが求める円の方程式である。

�2

��

�

�
�

��

�

���

$

%

3

\

[

���　3��W，
�W ��W 
��� �とする。

　直線�$%�の方程式は

　　　　　　\ 
�� �

�� � 
�� �[�� �
�� ��　

　　　　　　すなわち　\ �[��

　点�3�と直線�\ �[���の距離を�G�とすると

　　　　　　△3$% 
�

�
�$%�G

　ゆえに，G�が最小となるように�3�を定めればよい。

10

　　　　　　G 
����W �W �W �� �

( ��� ��
 

���W �W ��

(�
 
�

(�
�
�

� ��W
�

�

�

�

　よって，G�は�W 
�

�
�で最小となる。

　したがって　　3��
�

�
， ��

�

�
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[�

�\

�2

3�� 
�，�

�

��

�

��

$�� 
�[ ， �\ ，%�� 
�[ ， �\ �とすると，$，%�における接線

の方程式は，それぞれ

　　　　 �[ [� �\ \ ��，�� �[ [� �\ \ ��

これらがともに点�3�� 
�，� �を通るから

　　　� �[ � �\  ����……�①，��� �[ � �\  ����……�②

①，②�から，��点�$�� 
�[ ， �\ ，%�� 
�[ ， �\ �は直線�

�[�\ ���上にある。

よって，直線�$%�の方程式は　　�[�\ ��

11

T　接点の座標を�� 
�[ ， �\ �とする。

　点�� 
�[ ， �\ �は円�
�[ � �\  ���上にあるから　　 �

�[ �
�
�\  ��　……�①

　点�� 
�[ ， �\ �におけるこの円の接線の方程式は　　 �[ [� �\ \ ��

　これが点�3�� 
�，� �を通るから　　� �[ � �\  ��

　よって　　 �\  �� �[ ���　……�②

　②�を�①�に代入して　　 �
�[ �

�
� 
��� �[ ��  ��

　ゆえに　　���
�
�[ �� �[ 
���  �　　　　これを解いて　　 �[  �，�

　②�から　��� �[  ��のとき　 �\  �，　 �[  ��のとき　 �\  ��

　よって，$，%�の座標は　　� 
�，� ，��， 
��

　したがって，直線�$%�の方程式は

　　　　　　\�� 
��� �

�� � �[ 
�� 　　すなわち　　�[�\��� �

U　直線�$%�を点�3�に関する円の��極線��といい，3�を��極��という。

[�

�\

�2

�

��

��

� ��
�

① ②

円�①�上の接点の座標を�� 
�[ ， �\ �とすると

　　　　　� �
�[ �

�
�\  �　……③　

接線の方程式は

　　　　　 �[ [� �\ \ �　……④

直線�④�が円�②�に接するとき，円�②�の中心

� 
�，� �と直線�④�の距離は円�②�の半径に

等しいから　　　
�� �[ �

( ���[
�
�\
 �

12

③�から　　　　��� � �[ ��  �

これを解いて　　 �[  
�

�
，
�

�

③�から　 �[  
�

�
�のとき� �\  �

�

�
， �[  

�

�
�のとき� �\  �

�(�
�

よって，求める接線の方程式は　　�[��\ ��，[��(� \ ��
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%$6,&問題
次の���次方程式を解け。１

���　  ��� �[ �[ � �　　　　　　　　　　　���　  ��� �[ �[ � �

次の不等式を解け。２

���　�
���[ � ��[ �

���[ � ��[ �
　　　　　　　　　　　���　�

!��[ � �[ �

!�[ ��[ �

���　��[ 
�� ����[���
��[ �

�

次の方程式，不等式を解け。３

���　 [��  �　　　　　　　���　 [�� ��　　　　　　　���　 �[�� ��

次の式を計算せよ。４

���　
�

�(� (�
�

�

�(� (�
　　　　　　　���　

�

(�
�

�

(��
�

�

(��

実数�[，\�が�[�\ �，[\ ���を満たすとき， �[ � �\ ， �[ � �\ ， �[ � �\ �の値を求めよ５

次の式を簡単にせよ。６

���　( �� �(�� 　　��　　　����　( ��� �(� ������　　��　���　( �� (�

67$1'$5'問題
D�を定数とするとき，次の不等式を解け。７

���　 �D[ �　　　　　　　　　　　　���　 !�D[ � ��[ �D

次の式を因数分解せよ。８

���　 ����D �D F �DE �E F　　　　　　　　������　� �[ ��[\�� �\ �[��\��

次の方程式，不等式を解け。９

���　  �[ � �[　　　　　　�����　 [�� ��[　　　　������������　  �[ �[ � �

�

��� (� (�
�の分母を有理化せよ。10

[ (� �(� �のとき，
�[ �
�
�[
， �[ �

�
�[
， �[ �

�
�[
�の値を求めよ。11

実戦問題篇
D�を定数とするとき，次の方程式を解け。12

���　  ���D[ � 
��D � [ D �　　　　　���　  ��D [ � D� 
�[ �

＊　 ��� ���を素数の積で表したとき，そこに現れる素数の中で最大なものを求めよ。13

＊　相異なる実数�D，E�が��
 ��D (� E (�

 ��E (� D (�
�を満たすとき，D�E，DE，

E

D
�

D

E
�の値を14

求めよ。
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�

�� (�
�の整数の部分を�D，小数の部分を�E�とする。15

���　D�と�E�を求めよ。

���　D��E� �E ���の値を求めよ。

次の方程式，不等式を解け。16

���　 [�� � [�� ![　　　　　　　　　������　 [�� �� �� �

[�の連立不等式��
!��[ � ��� �[

��[ D ��[ �
�を満たす整数�[�がちょうど���個存在するとき，定数�D17

の値の範囲を求めよ。
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S　���　[ 
�

�
，�

�

�
　　���　[ 

�� (�
�

１

S　���　[��
�

�
　　���　解はない　　���　

�

�
�[�

��

�
２

S　���　[ �，��　　���　���[��　　���　[��
�

�
，
�

�
�[３

S　���　
�(� (�
�

　　���　
�(�
��

４

S　 �[ � �\  ��， �[ � �\  ��， �[ � �\  ���５

S　���　(� �(�　　���　��(�　　���　
�(�� (�
�

６

S　���　 !D ��のとき　 �[
�

D
７

　　　　　  D ��のとき　すべての実数

　　　　　 �D ��のとき　 �[
�

D

　　　���　 !D ��のとき　 ![ �

　　　　　  D ��のとき　解はない

　　　　　 �D ��のとき　 �[ �

S　���　�D 
�E �D 
�E �D 
�F 　　���　�[��\ 
�� ��[�\ 
��８

S　���　  [ �　　���　[!�　　���　  [ ��，�９

S　
��(� � (��
��

10

S　 �[ �
�
�[
 ��， �[ �

�
�[
 ��， �[ �

�
�[
 ���11

S　���　 
D ��のとき��  [ �D，
�

D
12

　　　　　  D ��のとき��  [ �

　　　���　 
D �， 
D ��のとき��  [
�

D

　　　　　  D ��のとき��解はない

　　　　　  D ��のとき��すべての実数

S　��13

S　順に，(�，��(� ，��(�14

S　���　D �，E (� ��　　���　�15

S　���　[���，���[��　　���　[ �，��16

S　���D���17
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�

�

�

��

�

��

��

�

��

���　左辺を因数分解すると　　��[ 
�� ��[ 
��  �

　よって　　　　�[�� �　または　�[�� �

　したがって　　[ 
�

�
，�

�

�

１

���　解の公式により　　[ 
��� 
�� ( ��� 
�� ･･� � �

･� �

　　　　　　　　　　　�� 
�� (��
�

 
�� (�
�

　T　[ 
��� 
�� ( ��� 
�� ･� �

�
 
�� (�
�

[
�
�

�

②
①

��

���　�[����[���から　　[���　……�①

　�[����[���から　　��[��

　　よって　　[��
�

�
　……�②

　①�と�②�の共通範囲を求めて　　[��
�

�

２

[

①
②

�� ��

���　�[��![���から　　[!��　……�①

　�[!�[���から　　�[!�

　　よって　　[���　……�②

　①�と�②�の共通範囲はないから，この連立不等

　式の解はない。

���　��[ 
�� ����[���から　　��[���

　　よって　　[!
�

�
　……�①

[�

�

��

�

②
①

　�[���
��[ �

�
�から　　��[�����[��

　　よって　　��[���

　　ゆえに　　[�
��

�
　……�②

　①�と�②�の共通範囲を求めて　　
�

�
�[�

��

�

���　 [��  ��から　　[�� ��　　　　よって　　[ �，��３

���　 [�� ���から　　���[����

　各辺から���を引いて　　���[��

���　 �[�� ���から　　�[�������または�����[��

　よって　　�[�����または�����[　　　　ゆえに　　[��
�

�
，
�

�
�[

���　
�

�(� (�
�

�

�(� (�
４

　 
�(� (�

� 
�(� (� � 
�(� (�
�

�(� (�

� 
�(� (� � 
�(� (�
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���　
�

(�
�
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(��
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�
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�
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�

�

�(�
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�

�(�

　　　　　　　　　　　��� (�

�(� (�
� (�

��(� (�
� (�

��(� (�

　　　　　　　　　　　��� (�
�
� (�
�
� (�
�
 �
�

�
�
�

� ��
�

�
(�

　　　　　　　　　　　��� �
�

��
�
�

�� ��
�

��
(�  

�(�
��

�[ � �\  �
� 
�[ \ ��[\ �� ��･� 
��  ��５

�[ � �\  �
� 
�[ \ ��[\�[ 
�\  �� ��･� 
�� ･� ��

�[ � �\  �
�[ 
� �\ �

�[ 
� �\ ��
�[ �\ 
� �[ �\  �

�[ 
� �\ �
�[ 
� �\ � �

� 
[\ �[ 
�\

　　　 ��･���
�

� 
�� ･� ���

T　� �[ � �\  �[ 
�\ �
�[ �[\ 
� �\  �[ 
�\ ��

�[ 
� �\ ��[\  ������ �
��  ��

���　( �� �(��  ( �� 
�� � �( ･� �  (� �(�６

���　( ��� �(�  ( ��� �(��  ( �� 
�� � �( ･� �

　　　　　　　�� (� �(�  ��(�

���　( �� (�  )
�� �(�
�

 ( �� �(�

(�

　　　　　　�� ( �� 
�� � �( ･� �

(�
 

�(� (�

(�

　　　　　　�� 
�(� �

(�
 

�(�� (�
�

���　� �� 　 !D ��のとき７

　　両辺を正の数�D�で割って　 �[
�

D

　� �� 　  D ��のとき

　　与えられた不等式� �･� [ ��の解は

　　　すべての実数

　� �� 　 �D ��のとき
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　　両辺を負の数�D�で割って　 �[
�

D

� 
� 　不等式を整理すると

　　　　　　 !� 
�D � [ �� 
�D � 　……�①

　� �� 　 !�D � ��すなわち� !D ��のとき

　　両辺を正の数� �D ��で割って　 ![
�� 
�D �

�D �

　　すなわち　　 ![ �

　� �� 　  �D � ��すなわち�  D ��のとき

　　不等式�①�は解がない。

　� �� 　 ��D � ��すなわち� �D ��のとき

　　両辺を負の数� �D ��で割って　 �[
�� 
�D �

�D �

　　すなわち　　 �[ �

���　与式 ��
�D 
� �E F�D�

�D 
� �E８

　　　　 �
�D 
� �E �D 
�F

�

�

�

��\ �

�� 
�\ �

�� 
�\ � � 
��\ �

��\ �

��\ �

��\ �

　　　　 �D 
�E �D 
�E �D 
�F

���　与式 � �[ ���\ 
�� [���
�\ ��\ 
��

　　　　 � �[ ���\ 
�� [��\ 
�� ��\ 
��

　　　　 �[���\ �
�� ��[��\ �
��

　　　　 �[��\ 
�� ��[�\ 
��

���　>�@　[������すなわち��[���のとき９

　　 [��  [���であるから，方程式は　　[�� �[

　　これを解くと　[ ��　　　　これは�[���を満たさない。

　>�@　[������すなわち��[���のとき

　　 [��  �� 
�[ � �であるから，方程式は　　�� 
�[ �  �[

　　これを解くと　[ �　　　　　これは�[���を満たす。

　>�@，>�@�から，求める解は　[ �

U　$  %�は�｢$ �%��かつ��%��｣�と同じであるから，次のように解くこともでき

　る。

　 [��  �[�から　　[�� ��[��かつ���[��

　よって　　[ ��，���かつ��[��　　　　したがって　　[ �

���　>�@　[���のとき

　　不等式は　　[����[　　　これを解くと　[!��

　　これと�[���の共通範囲は　[��　……�①

　>�@　[���のとき

　　不等式は　　�� 
�[ � ��[　　　これを解くと　[!�
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[� �

①②

　　これと�[���の共通範囲は　

　　　　　　　　��[��　……�②

　>�@，>�@�から，求める解は�①�と�②�を合わせた

　範囲で　　　　[!�

���　>�@　[���のとき

　　 [ �[， [��  �� 
�[ � �であるから，方程式は　　�[��[ 
��  �

　　これを解くと　[ ��　　　　　これは�[���を満たす。

　>�@　��[���のとき

　　 [ [， [��  �� 
�[ � �であるから，方程式は　　[��[ 
��  �

　　すなわち　�･[ �　　　　　　���この方程式の解はない。

　>�@　��[�のとき

　　 [ [， [��  [���であるから，方程式は　　[��[ 
��  �

　　これを解くと　[ �　　　　　　これは���[�を満たす。

　以上から，求める解は　[ ��，�

 
�

��� (� (�

��� (� (�

� ��� 
�� (� (� � ��� 
�� (� (�
10

　　　　　　�� 
��� (� (�

��� 
�� (�
�

� 
(�

　　　　　　�� 
��� (� (�

�(�
 

��(� � (��
��

[ (� �(� �であるから11

　　　
�

[
 

�

�(� (�
 

�

�(� (�
 

�(� (�

� 
�(� (� � 
�(� (�
 (� �(�

よって　　[�
�

[
 �(� 
�(� ��(� 
�(�  �(�

ゆえに　　 �[ �
�
�[
 

�

� ��[
�

[
�� �

� 
�(� �� ��

　　　　　 �[ �
�
�[
 

�

� ���[
�
�[
�� ��� �� ��

　　　　　 �[ �
�
�[
 

�

� ���[
�
�[
���

�[ ��
�
�[
 ��� ��･�� ���

T　 �[ �
�
�[
 �

�[ ��
�
�[ �

�[ �� ��
�
�[
 ����� 
��  ���

���　  ���D[ � 
��D � [ D ��から12

　　　　　　  � 
�[ D � 
�D[ � �　……�①

　>�@　 
D ��のとき
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　　①�の解は　　  [ �D，
�

D

　>�@　  D ��のとき

　　①�は　  ･[ � 
�� ��となるから，解は

　　　　　　　　  [ �

���　  ��D [ � D� 
�[ � �から

　　　　　　  D� 
�D � [ �D �　……�①

　 
D� 
�D � ��すなわち� 
D �， 
D ��のとき

　　　　　　　　  [
�

D

　  D ��のとき　①�から　  ･� [ ��

　これを満たす�[�の値はない。すなわち，解はない。

　  D ��のとき　①�から　  ･� [ �

　これはすべての数�[�について成り立つから，解は

　　　　　　すべての実数。

��D � ��E � �
� 

�D � �

� 

�E  �

�D 
� �E � 

ア ��D �E  �

�
� 

�D �� �

� 

�E �

�
� 

�D �� �

� 

�E13

　　��������� �
�D 
� �E �

イ ��D �D �E 
� �E � 

ウ ��D �E �

�D � �D �E 
� �E

この式で�D �，E ��とおくと

　　 ��� �� �� 
�� ����� 
�� �� 
�� ����� 
��  ��������� �� ��������

よって， ��� ���を素数の積で表したとき，そこに現れる素数の中で最大なものは�エ���で

ある。

　　　　 �D �(� E (� 　……�①14

　　　　 �E �(� D (� 　……�②

①��②�より　　 �D � �E �(� �D 
�E  �

整理すると　　���D 
�E ��D 
�E ��(�  �

D
E �から　　���D�E�(�  �

したがって　　��D�E (�

①��②�より　　 �D � �E �(� �D 
�E  �(�

よって　　　　�� �
� 
�D E ��DE�(� �D 
�E  �(�

ゆえに　　　　�� �
� 
(� ��DE�(� ･(�  �(�

したがって　　��DE ��(�

D�E (� ，DE ��(� �から

　　　　
E

D
�

D

E
 

��D �E

DE
 

��� 
�D E �DE

DE
 

��� 
(� �� 
�� (�

�� (�
 

��(� �

�� (�

　　　　　　　�� � 
��(� � � 
�� (�

� 
�� (� � 
�� (�
 
�� �(�
�� �

 ��(�
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�� (�

��� �
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(�

 ��(�15

　(�  ����……�であるから　　��(�  ����……

　よって　　D �，

　　　　　　E �� 
�(� �D �� 
�(� �� (� ��

���　D��E� �E �� ����(� 
�� � �
� 
�(� � ��

　　　　　　　　�� ���(� ���
�

� 
(� ��(� �
�� ��

　　　　　　　　�� �

　T　D��E� �E �� D� �
� 
�E �

　　　　　　　　　　��� �� �
� ��� 
�(� � �

　　　　　　　　　　��� �� �
� 
(�

　　　　　　　　　　��� �

���　 [�� � [�� ![　……�①16

　>�@　[����のとき，①�は　　�� 
�[ � ��[ 
�� ![

　　よって　　[���

　　これと�[����との共通範囲は　　[���

　>�@　���[���のとき，①�は　　�[ 
�� ��[ 
�� ![

　　よって　　[!��

　　これと����[���との共通範囲は　　���[��

　>�@　[���のとき，①�は　　�[ 
�� ��[ 
�� ![

　　よって　　[��

　　これと�[���との共通範囲は　　��[��

　>�@，>�@，>�@�から，解は　　[���，���[��

���　 [�� ��� �� �　……�①

　>�@　[���のとき　 [��  [���であるから，①�は

　　　　　　　 �[ 
�� �� �� �　すなわち　 [�� �

　　よって　　[�� ��　　　　これを解くと　　[ �，�

　　[���を満たすのは　　[ �

　>�@　[���のとき　 [��  �� 
�[ � �であるから，①�は

　　　　　　　�� 
�[ � �� �� �　すなわち　 [��  �

　　よって　　[�� ��　　　　これを解くと　　[ �，��

　　[���を満たすのは　　[ ��

　>�@，>�@�から，解は　　[ �，��

�
!��[ � ��� �[����……�①

��[ D ��[ ��������……�②
17

①�から　　�[!��　　　　よって　　　[!�　……�③
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②�から　��[��D��　　よって　　　[�
�D �

�
　……�④

� � � � � � � [

③
④

�D �

�

条件を満たすのは，③�と�④�を同時に満たす整数�[�が��，�，�，�，��となるときであるか

ら　　��
�D �

�
��

各辺に���を掛けて　　���D�����

各辺に���を加えて　　　���D���　　

これが求める�D�の値の範囲である。

数学①　第１回試験　数と式①　　　　　　　���������



%$6,&問題
次の関数に最大値，最小値があればそれを求めよ。また，そのときの�[�の値を求めよ。１

���　\ � �[ ��[��

���　\ �[ ��[�����[ 
���

���　\ �� �[ ��[��������[ 
���

次の不等式を解け。２

���　�� �[ ��[���　　��　　　��　　　　������　�[��� �[ ��

��次関数�\ �[ �D[�E�のグラフを�\�軸方向に���だけ平行移動したあと，\�軸に関して３

対称移動させ，更に�[�軸方向に－��だけ平行移動したところ，\ �[ �のグラフと一致し

た．D，E�の値を求めよ．

グラフが���点���，��，��，��，��，���を通るような���次関数を求めよ。４

67$1'$5'問題
��次不等式�� �[ �D[�E���の解が���[�

�

�
�であるとき，��次不等式� �E[ �D[�����の５

解を求めよ｡

D�は定数とする。関数�  \ ��� �[ �D[ D��� 
�� �[ � ��について，次の問いに答えよ。６

���　最小値を求めよ。　　　　　　　　　���　最大値を求めよ。

次の条件を満たすとき，定数�P�の値の範囲を求めよ。７

���　��次不等式� �[ ��P 
�� [��!��の解がすべての実数となる。

���　��次不等式�� �[ ��P[�P���が解をもつ。

��次方程式� �[ ��D 
�� [�D��D 
��  ��の異なる���つの実数解を�D，E�とするとき，８

��D�
�

�
�E �を満たすように，定数�D�の値の範囲を定めよ。

��次方程式� �[ ��P[�� ��が���[���の範囲で異なる���つの実数解をもつとき，定数�９

P�の値の範囲を求めよ。

��次方程式�  �����[ �D[ � �D �DE � ��は，定数�D�がどのような実数値であっても実数10

解をもたないという．実定数�E�はどんな範囲にあるか求めよ．

I � 
[  �
�[ �D[�D��，J � 
[  

�[ ��D 
�� [���について，次の条件を満たすように，11

定数�D�の値の範囲をそれぞれ定めよ。

���　どんな�[�の値に対しても�I � 
[ �J � 
[ が成り立つ。

���　どんな� �[ ， �[ �の値に対しても，I � 
�[ �J � 
�[ �が成り立つ。
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実戦問題
[�についての次の���つの不等式12

　　　　� �[ ��[��!�

　　　　 �[ ��D 
�� [��D��

を同時に満たす整数�[�がただ���つ存在するとき，定数�D�の値の範囲とそのときの整数�[�

の値を求めよ。

��次不等式� �[ ��D[�D��!��が����[���の範囲で常に成り立つとき，定数�D�の値の13

範囲を求めよ。

 Q �，�，�，……�のとき，[�の関数�  \
 N �

��Q �

& �[ N �の最小値とそれを与える�[�の値14

　を求めよ．
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S　���　最大値はない，[ ���のとき最小値��１

　　　���　[ ��のとき最大値��，[ ��のとき最小値���

　　　���　[ �
�

�
�のとき最大値�

��

�
，最小値はない

S　���　���[���，��[��　　���　�(� �[���２

S　D �，E �３

S　\ �[ �[��４

S　[�
�

�
，��[５

S　���　 �D ��のとき��  [ ��で最小値���D，６

　　　　　 �� �D ��のとき��  [ D�で最小値�� ��� �D D，

　　　　　 �� D�のとき��  [ ��で最小値�� ���D �

　　　���　 �D ��のとき��  [ ��で最大値�� ���D �；

　　　　　  D ��のとき��  [ �，��で最大値����；

　　　　　 �� D�のとき��  [ ��で最大値���D

S　���　���(� �P����(�　　���　P���，��P７

S　 (�
�
�D�

�

�
８

S　��P�
��

�
９

S　 ��� �E �10

S　���　���D��　　���　��(� �D��(�11

S　 ��� �D ���のとき��[ ��， �� �D ��のとき��[ �12

S　���D��13

[

\

2 � � � �

�

�

�

���S　���　�図�

　　　���　  [ �Q ��のとき最小値� ��Q Q

14
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���　\ � �[ ��[��１

　　�� ��
�[ ��･�[ 
� �� ��･

�� ��

　　�� � �
� 
�[ � ��

　よって，[ ���のとき最小値���をとる。

　　　　　最大値はない。

[�

�\

�2

��

�

�

�

���

�

���　\ �[ ��[

　　�� �
�[ ��･�[ 
� �� � ��

　　�� �
� 
�[ � ��　���[ 
��

　よって，グラフは��図��の実線部分である。

　ゆえに，[ ��のとき最大値��，

　　　　　[ ��のとき最小値���　をとる。

���

���

��

�
�

��

�

�
�

�

[

\

2

���　\ �� �[ ��[��

　　�� ���
�[ ��･

�

�
[ ��

�

� �
�

�
��

�

� �
�

�
��

　　�� ��
�

� ��[
�

�
�
��

�
　����[ 
��

　よって，グラフは��図��の実線部分である。

　ゆえに，[ �
�

�
�のとき最大値�

��

�
をとる。

　　　　　最小値はない。

���　�� �[ ��[����から　　�
�� ��[ �[ ……�①

���[ �[ �� ……�②
２

　①�から　　 �[ ��[��!�　　　　　　　よって　　�[ 
�� �[ 
�� !�

　ゆえに　　[���，��[　……�③

　②�から　　 �[ ��[�����　　　　　　��よって　　�[ 
�� �[ 
�� ��

�� [���

④
③ ③

�

　ゆえに　　���[��　�……�④

　③�と�④�の共通範囲を求めて

　　　　　　���[���，��[��

���　�[��� �[ ���から　　�
���[ � �[ ……�①

��[ � ……�②

　①�から　　 �[ ��[��!�　　　　　　　よって　　�[ 
�� �[ 
�� !�

　ゆえに　　[���，��[　……�③

　②�から　　 �[ ����　　　　　　　　　 �[ �� ��を解くと　[ �(�
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[�� ��(� (�

④
③ ③

　よって，②�の解は

　　　　　　�(� �[�(�　……�④

　③�と�④�の共通範囲を求めて

　　　　　　�(� �[���

移動を逆にたどる．３

\ �[ �のグラフを�[�軸方向に���だけ平行移動すると，グラフの方程式は　\ �
� 
�[ �

このグラフを�\�軸に関して対称移動すると，グラフの方程式は　\ �
� 
��[ �

すなわち　\ �
� 
�[ �

このグラフを�\�軸方向に����だけ平行移動すると，グラフの方程式は　\ �
� 
�[ � ��

すなわち　\ �[ ��[��

これが�\ �[ �D[�E�と一致するから　D �，E �

求める���次関数を�\ �D[ �E[�F�とする。４

そのグラフが���点���，��，��，��，��，���を通るから

　"
 � ��･D

�� ･E � F

 � ��･D
�� ･E � F

 � ��･D
�� ･E � F

　すなわち　"
 ��D E F �　���……�①

 ���D �E F ����……�②

 ���D �E F ����……�③

②�①�から　　�D�E �　……�④

③�②�から　　�D�E �　……�⑤

⑤�④�から　　�D �　��　　　よって　D �

④�から　　��E �　�　　　　�よって　E ��

①�から　　����F �　　　　よって　F �

したがって，求める���次関数は　\ �[ �[��

条件から，\ � �[ �D[�E �のグラフは���[�
�

�
�の範囲で�[�軸より下側にある。５

すなわち，��点���，��，� �
�

�
，� �を通るから　　��D�E �，��

��

�
�
�

�
D�E �

� �

�
[

これを解くと　　D ��，E �

よって，不等式� �E[ �D[�����は

　　　　　　� �[ ��[����

すなわち　　��[ 
�� �[ 
�� ��

これを解くと　　[�
�

�
，��[

 \ ��� �[ �D[ D�を変形すると６

　　�  \ ��� �
� 
�[ D � �D D　
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この放物線の軸は直線�  [ D�である。

���　>�@　 �D ��のとき

　　グラフは��図��の実線部分のようになる。

　　よって，  [ ��で最小値���D�をとる。

　>�@　 �� �D ��のとき

　　グラフは��図��の実線部分のようになる。

　　よって，  [ D�で最小値�� ��� �D D�をとる。

�D

[

\

��D��

D

>�@

�� �D �D

�2

��D��

�� �D �D

D

�D [�

�\>�@

2 �

[�

�\

��D��

�� �D �D

�D

>�@

D

�

2

　>�@　 �� D�のとき

　　グラフは��図��の実線部分

　　のようになる。

　　よって，

　　　  [ ��で最小値�� ���D �

　　をとる。

　以上から

　　 �D ��のとき　　���  [ ��で最小値���D�

　　 �� �D ��のとき　  [ D�で最小値�� ��� �D D�

　　 �� D�のとき　　���  [ ��で最小値�� ���D ��

���　定義域の中央の値は　�

　>�@　 �D ��のとき

　　グラフは��図��の実線部分のようになる。

　　よって，  [ ��で最大値�� ���D ��をとる。

　>�@　  D ��のとき

　　　  \ �� �
� 
�[ � �

　　グラフは��図��の実線部分のようになる。

　　よって，  [ �，��で最大値����をとる。
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[�

�\

��D��

�� �D �D

�D

>�@

D

�

2 �

>�@

[2
�

\

�

��

��

>�@

[

�D

��D��

�� �D �D

2
D �

\

�

　>�@　 �� D�のとき

　　グラフは��図��の実線部分

　　のようになる。

　　よって，

　　�　  [ ��で最大値��D

　　をとる。

　以上から

　　 �D ��のとき　  [ ��で最大値� ���D ���

　　  D ��のとき　  [ �，��で最大値�����

　　 �� D�のとき　  [ ��で最大値���D

���　 �[ �の係数は正であるから，この���次不等式の解がすべての実数となるための必要十７

　分条件は　　' �
� ��� 
�P � ��･�･���　　すなわち　　

�P ��P�����

　これを解いて　　���(� �P����(�

[

���　この���次不等式が解をもつための必要十分条件は，

　\ � �[ ��P[�P�のグラフが�[�軸と共有点をもつ

　ことである。

　すなわち　　' �
� 
�P ��･� 
�� ･P��

　よって　　　��
�P 
�P ��

　ゆえに　　　P�P 
�� ��

　したがって　P���，��P
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[�

�\

�2

D

E

�

�

�

I� 
[  
�[ ��D 
�� [�D��D 
�� �とする。

\ I � 
[ �のグラフは下に凸の放物線であるから，

��D�
�

�
�E �となる条件は，右の図より

　　　　　I� 
� !�　かつ　I� �
�

�
��

ここで　　I � 
�  
�� ��D 
�� ･��D��D 
��  � �D ��

　　　　　I� �
�

�
 

�

� �
�

�
��D 
�� ･

�

�
�D��D 
��

８

　　　　　　　　 
�

� ��
�D ��D 
��

　　　　　　　　 
�

� ��D 
�� ��D 
��

であるから　　�
!�� �D � ��　　���������……�①

�� 
��D � � 
��D � �����……�②

D
� (�
�
�
�

�
(�
�

�

�

③
④

③

①�から　　D�� (�
�
， (�
�
�D　……�③

②�から　　�
�

�
�D�

�

�
　……�④

③�と�④�の共通範囲を求めて　　 (�
�
�D�

�

�

[�

�\

�2

[ P

�

\ I � 
[

�

I � 
[  
�[ ��P[���とおく。

方程式�I � 
[  ��が���[���の範囲で異なる���つの実数

解をもつための条件は，\ I � 
[ �のグラフが�[�軸の

��[���の範囲と異なる���点で交わることである。

I � 
[  ��の判別式を�'�とすると，求める条件は

　　　　　'!�

　　かつ　軸�[ P �について　　��P��　……�①

　　かつ　I � 
� !�　かつ　I � 
� !�

９

'

�
 �P �� �P 
�� �P 
�� �であるから，'!��より

　　　　　P���，��P　……�②

I � 
� !�，I � 
� !��から　����P���!�，��P���!�

P���

①② ②③
④

��
��

�

��

�

よって　　P�
��

�
��……�③，P�

��

�
��……�④

①，②，③，④�の共通範囲を求めて

　　　　　��P�
��

�

 �����[ �D[ � �D �DE � ��の判別式を� �' �とすると　  
�'

�
���D � 
��� �D �DE � �10

すなわち　 !���D �DE � �
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この不等式が，どのような�D�の実数値に対しても成り立つような�E�の値の範囲を求めれ

ばよい．

よって，  ���D �DE � ��の判別式を� �' �とすると　  
�'

�
���E � �

これを解いて　 ��� �E �

���　J � 
[ �I � 
[  �
�[ ���D 
�� [�D��11

　どんな�[�の値に対しても�I � 
[ �J � 
[ ，すなわち�J � 
[ �I � 
[ !��が成り立つための必

　要十分条件は　　' �
� ���� 
�D � ��･�･��D 
�� ��

　整理すると　　 �D ����　　　　よって　　�D 
�� �D 
�� ��

　したがって　　���D��

���　どんな� �[ ， �[ �の値に対しても，I � 
�[ �J � 
�[ �が成り立つための必要十分条件は，

　I � 
[ �の最大値より�J � 
[ �の最小値の方が大きいことである。

　　　I � 
[  �
�

� ��[
D

�
�

�D

�
�D��，J � 
[  

�

� ��[
�D �

�
�

�
� 
�D �

�
��

　よって　　
�D

�
�D����

�
� 
�D �

�
��　　　　整理すると　　 �D ����

　ゆえに　　�D 
��(� �D 
��(� ��　　　　したがって　　��(� �D��(�

� �[ ��[��!�　……�①，
�[ ��D 
�� [��D��　……�②　とする。12

①�の左辺を因数分解すると　　�[ 
�� ��[ 
�� !�

したがって，①�の解は　　[�����または��
�

�
�[

②�の左辺を因数分解すると　　�[ 
�D �[ 
�� ��

②�の解は，D
� �のとき存在し，

　　　D���のとき　D�[��

　　　D!��のとき　��[�D

である。

よって，①�と�②�を同時に満たす整数�[�がただ���つになるのは，次の各場合である。

>�@　���D����のとき

　　①�と�②�の解の共通範囲は�D�[����で，①�と�②�を同時に満たす整数�[�は　　��

�� �� �� �

�

① ①
②

D � � [

　>�@　��D���のとき

　　①�と�②�の解の共通範囲は�
�

�
�[�D�で，①�と�②�を同時に満たす整数�[�は　�
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�� �

�

① ①

�� � D [

②

��次不等式� �[ ��D[�D��!��が����[���の範囲で常に成り立つための条件は，関数13

\ �[ ��D[�D���の����[���における最小値が���より大きいことである。

I � 
[  
�[ ��D[�D���とおくと　　I � 
[  

�
� 
�[ D � �D �D��

\ I � 
[ �のグラフは下に凸の放物線で，軸は直線�[ D�である。

[�

�\

2
���

D

\ I � 
[
>�@　D����のとき

　\ I � 
[ �のグラフは右の図のようになるから，

　���[���における�I � 
[ �の最小値は

　　　　I � 
��  �D��

　よって，不等式が常に成り立つとき

　　　　�D��!�

　ゆえに　　D!��

　これは�D����を満たさない。

[�

�\

2
��� D

\ I � 
[
>�@　���D���のとき

　\ I � 
[ �のグラフは右の図のようになるから，

　���[���における�I � 
[ �の最小値は

　　　　I � 
D  �
�D �D��

　よって，不等式が常に成り立つとき

　　　　� �D �D��!�

　すなわち　　 �D �D����

　よって　　�D 
�� �D 
�� ��

　ゆえに　　���D��

　���D���との共通範囲は　　���D��

[�

�\

2
���

D

\ I � 
[
>�@　��D�のとき

　\ I � 
[ �のグラフは右の図のようになるから，

　���[���における�I � 
[ �の最小値は

　　　　I � 
�  �D��

　よって，不等式が常に成り立つとき

　　　　�D��!�

　よって　　D��

　��D�との共通範囲は　　��D��

　>�@�～�>�@�より，求める�D�の値の範囲は　　���D��
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[

\

2 � � � �

�

�

�

���　 �[ ��のとき

　　  \  ��� 
�� [ � 
�� [ � 
�� [ ���[ �

　 �� �[ ��のとき

　　  \  ��� 
�[ � � 
�� [ � 
�� [ ��[ �

　 �� �[ ��のとき

　　  \  ��� 
�[ � � 
�[ � � 
�� [ [

　 �� [�のとき

　　  \  ��� 
�[ � � 
�[ � � 
�[ � ��[ �

14

　これらを図示すると図のようになる．

���　>�@　 �[ ��のとき

　　　  \  
 N �

��Q �

& � 
�N [ ��� 
��Q � [ � 
��Q � � 
�Q �

　　　 ��� 
��Q � ��であるから，  [ ��のとき最小値

　　　�� 
��Q � ･  �� � 
��Q � � 
�Q � �� �Q Q�をとる．

　>�@　 �O �[ �O ����  O �，�，……，�Q��のとき

　　  \ �
 N �

O

& � 
�[ N
 N �O �

��Q �

& � 
�N [

　　�� ���O[
�

�
O� 
�O �

�

� � 
���Q � O � 
���Q O � � 
���Q � O [

　　�� �� 
���O �Q � [
�

� � ��� 
���Q O � � 
���Q O � O� 
�O �

　　�� ������ ���O � 
��Q � [ � �Q �Q �O O �

　　�L�　 �� �O Q�のとき

　　　 ���O � 
��Q � ��であるから，  [ �O ��で最小値

　　　　 ������ ���O � 
��Q � � 
�O � � �Q �Q �O O �

　　　 ����O �QO � �Q Q

　　　 ���� 
�O Q �Q Q�をとる．

　　　更に，この式は� �� �O Q�において，  O Q�のとき最小値� ��Q Q�をとる．

　　�LL�　 ��Q � �O �Q�のとき

　　　 !��O � 
��Q � ��であるから，  [ O�で最小値

　　　　 ������ ���O � 
��Q � O � �Q �Q �O O �

　　　 �����O �� 
�Q � O � �Q �Q �

　　　 ���� ��O � 
�Q � �Q Q�をとる．

　　　更に，この式は� ��Q � �O �Q�において，  O �Q ��のとき最小値� ��Q Q�をとる．

　>�@　 ���Q � [�のとき

　　  \  
 N �

��Q �

& � 
�[ N �� 
��Q � [ � 
��Q � � 
�Q �

　　 !��Q � ��であるから，  [ ��Q ��のとき最小値

　　  �� 
��Q � � 
��Q � � 
��Q � � 
�Q � �� �Q Q�をとる．
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　>�@�～�>�@�において　 !�� �Q Q ��Q Q

　ゆえに，  [ �Q ��のとき最小値�� ��Q Q
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%$6,&問題篇
���K������とする。次の三角比の値を求めよ。１

���　WDQK 
�

�
�のとき，FRVK，VLQK

���　WDQK ���のとき，FRVK，VLQK

���K������のとき，次のような�K�を求めよ。２

���　�VLQK�� �　　　　　　　　　　　　���　(� FRVK�� �

���　�WDQK (�　　　　　　　　　　�　�������　�FRVK 
�� ��FRVK 
��  �

△$%&�において，D (�，$ ���，& �����のとき，F�と外接円の半径�5�を求めよ。３

△$%&�において，次のものを求めよ。４

���　F �，D �，% ����のとき　E

���　D �，E (�，F (�� �のとき　&

△$%&�において，$% �，%& (� ，&$ ��とする。△$%&�の外接円の半径�5�と，５

内接円の半径�U�を求めよ。

67$1'$5'問題篇
K�が����K�����かつ�FRVK�VLQK 

�

�
�を満たすとき，FRVK�VLQK， �FRV K� �VLQ K �６

の値を求めよ。

円に内接する四角形�$%&'�において，$% �，%& �，&' �，'$ ��とする。７

次の値を求めよ。

���　$&�の長さ　　　　　　　　　　　　　����　四角形�$%&'�の面積

���　��つの対角線�$&�と�%'�の交点を�(�とすると�%(：('�の比

D �，E �，F ��の�△$%&�がある。頂角�$�の二等分線と辺�%&�の交点を�'，辺�%&８

の中点を�0�とするとき，線分�$'，$0�の長さを求めよ。

�$%&�が次の条件を満たすとすれば，どんな三角形か。９

���　VLQ$ VLQ%

���　VLQ$FRV$ VLQ%FRV%

数学①　第３回試験　三角比　　　　　　���� �����



実戦問題篇

����P
����P

$
%

&

'

+

���

���

���

右の図のように���つの直線上に並ぶ水平面上

の���点�$，%，&�から山頂�'�の仰角を測ると，

それぞれ����，���，����であったという。

$% ����P，%& ����P�であるとき，山の

高さを求めよ。

10

$ %

&'

( )

*

+

3

4

$% �，$( $' ��である直方体

$%&'�()*+�において，辺�&*�と辺�+'�を��：�

に内分する点をそれぞれ�3�と�4�とする。このとき，

(3 
ア

� �で，FRV�(43 
イ

� �である。

さらに，△(34�の面積は�
ウ

� �で，三角錐

$(34�の体積は�
エ

� �である。また，点�$�から

11

△(34�に下ろした垂線の長さは�
オ

� �である。

△$%&�において，頂角��$，�%，�&�の大きさをそれぞれ�$，%，&�とし，辺�%&，12

&$，$%�の長さをそれぞれ�D，E，F�とする．次の関係式が成立するとき，△$%&�はど

のような形の三角形か．

　　  DVLQ$ � 
�VLQ% VLQ& ���E �VLQ % � 
�E F VLQ%VLQ& F �FRV & F

四角形�$%&'�において，��辺の長さをそれぞれ�$% �，%& �，&' �，対角線�$&�13

の長さを�$& ��とする。

このとき，FRV�$%& 
ア

イ
，VLQ�$%& 

( ウ

エ
�である。

ここで，四角形�$%&'�は台形であるとする。

次の� オ �には下の��～��から， カ �には��，��から当てはまるものを一つずつ

選べ。

&'� オ �$%･VLQ�$%& �であるから， カ �である。

�　＜　　　　　　　　　　　��　＝　　　　　　　　　　　�　＞

�　辺�$'�と辺�%&�が平行　　�　辺�$%�と辺�&'�が平行

したがって，%' キ ( ク �である。
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S　���　FRVK 
�

(�
，VLQ  K

�

(�
　　���　FRVK �

�

(��
，VLQ  K

�

(��
１

S　���　K ���，����　　���　K ����　　���　K ���　　���　K ���，����２

S　F �，5 (�３

S　���　E �(�　　���　& ����４

S　5 (��
�

，U (� � 
�� (�
�

５

S　FRVK�VLQK (�
�

， �FRV K� �VLQ K 
�(�
��

６

S　���　
�

�
　　���　

�(��
�

　　���　�：�７

S　$' �(�，$0 
(��
�

８

S　���　%&＝&$�の二等辺三角形９

　　　���　%&＝&$�の二等辺三角形��または���& ����の直角三角形

S　����P10

S　�ア�　(��　　�イ�　�
�

(���
　　�ウ�　

��

�
　　�エ�　�　　�オ�　

��

��
11

S　  $% $&�の二等辺三角形，または�  �% ����の直角三角形12

S　 � 
ア

� 
イ
　
�

�
　　 (� 
ウ

� 
エ
　 (�
�

　　�オ�　�　　�カ�　�　　� 
キ (� 
ク 　�(�13
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���　
�
�FRV K
 �� �WDQ K ��

�

� �
�

�
 
�

�
１

　よって　 �FRV K 
�

�

　WDQK!��であるから　FRVK!��で

　　　　　FRVK 
�

(�

　VLQK WDQK�FRVK 
�

�
�
�

(�
 
�

(�

���　�
�
�FRV K
 �� �WDQ K �� �

� 
��  ��

　よって　 �FRV K 
�

��

　WDQK���であるから　FRVK���で

　　　　　FRVK �
�

(��

　VLQK WDQK�FRVK ���� ��
�

(��
 

�

(��

���　�VLQK�� ��から　　VLQK 
�

�
２

　よって　　K ���，����

���　(� FRVK�� ��から　　FRVK �
�

(�

　よって　　K ����

[�

�\

�2

�

���

�

[�

�\

�2

���

��

(�

���　�WDQK (� �から　　WDQK 
�

(�

　よって　　K ���

���　�FRVK 
�� ��FRVK 
��  ��から　　FRVK�� �　または　�FRVK�� �

　すなわち　　FRVK ��，
�

�

　FRVK ���のとき　K ����，FRVK 
�

�
�のとき　K ���
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　よって　　K ���，����

[�

�\

�2

�

���

�

(� [�

�\

�2

���

�

�

$

% &(�

���

���

F E

正弦定理から　 (�
VLQ ���

 
F

VLQ ���

　　F (�
VLQ ���

�VLQ ��� (� 	
(�
�
�
�

(�

　　� (� �
�

(�
�
�

(�

　　 �

　　5 
D

�VLQ$
 (�
�VLQ�� �

 (�

(�
 (�

３

$

% &

�

�

���

E

���　余弦定理により

　 �E  �� � �� ��･�･�FRV���

　　 �������･�･�･
�

�

　　 ����� ��

　E!��であるから

４

　　　　　　E (��  �(�

$

% &

(��

(�

�

&

���　余弦定理により

　FRV& 
���� �

� 
(�
�

� 
(��

･� �(�

　　　�� 
��� � ��

･� �(�
 �

�

(�

　したがって　　& ����

余弦定理により　　FRV$ 
���� �� �

� 
(�

･･� � �
 
�

�
５

よって　　$ ���

正弦定理により　　�5 (�
VLQ���

ゆえに　　5 (�
�VLQ���

 (�

(�
 (��

�

また，△$%&�の面積を�6�とすると
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　　　　　　6 
�

�
･�･�VLQ��� 

�(�
�

6 
�

�
U��D�E 
�F �に代入して　　

�(�
�
 
�

�
U��(� �� 
��

ゆえに　　U 
�(�

�� (�
 

�(� � 
�� (�

� 
�� (� � 
�� (�
 (� � 
�� (�

�

FRVK�VLQK 
�

�
�の両辺を���乗すると６

　　　　　　 �FRV K��VLQKFRVK� �VLQ K 
�

�

すなわち　　���VLQKFRV  K
�

�

よって　　　VLQKFRVK 
�

�

ここで　　　 �
� 
�FRVK VLQK  �FRV K��VLQKFRVK� �VLQ K

　　�　　　　　　　　　　　 ���･
�

�
 
�

�

���K�����より，FRVK!�，VLQK!��であるから

　　　　　FRVK�VLQK!�

ゆえに　　FRVK�VLQK )
�

�
 (�
�

また　　　 �FRV K� �VLQ K �FRVK 
�VLQK �
�FRV K�FRVKVLQK 
� �VLQ K

　　　　　　　　　　　　 (�
�

･�� ��
�

�
 
�(�
��

�

�

�

�

$

%

&

'

���　△$%&�に余弦定理を適用すると

　 �$&  �� � �� ��･�･�FRV% ���FRV%　���……�①

　△$&'�に余弦定理を適用すると

　 �$&  �� � �� ��･�･�FRV' �����FRV'　……�②

　四角形�$%&'�は円に内接するから　' �����%

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……�③

　①，②，③�から　���FRV% �����FRV%

　したがって　��FRV% ���　　FRV% �
��

��

７

　①�に代入して　 �$&  
��

�

　$&!��であるから　$& 
�

�

���　����から　VLQ% ) ��
�

� ��
��

��
 
�(��
��

 VLQ'

　よって　四角形�$%&'�の面積を�6�とすると

　6 △$%&�△$&'
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　�� 
�

�
･�･�VLQ%�

�

�
･�･�VLQ' �･

�(��
��

 
�(��
�

���　%(：(' △$%&：△$&'

　　　　　　 
�

�
･�･�VLQ%：

�

�
･�･�VLQ' �VLQ%：�VLQ% �：�

�

�
�

�

�

�

�

'

0

$

% &

△$%&�に余弦定理を適用して

　　　　FRV% 
���� �� ��

･･� � �
 
�

�

また　　$'�は頂角�$�の二等分線であるから

　　　　%'：'& $%：$& �：� �：�

したがって　%' 
�

�
%& 

�

�
･� �

よって　△$%'�に余弦定理を適用すると

８

　　　　 �$'  �� � �� ��･�･�･
�

�
 ��

$'!��であるから　$' �(�

△$%0�に余弦定理を適用して

　　　　 �$0  �� �
�

� �
�

�
��･�･

�

�
･
�

�
 
��

�

$0!��であるから　$0 (��
�
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���　�$%&�の外接円の半径を�5�とすると，正弦定理により９

　　　　　　VLQ$ 
D

�5
，VLQ% 

E

�5

　VLQ$ VLQ% �から　
D

�5
 

E

�5
　　すなわち　D E

　よって，�$%&�は�%&＝&$�の二等辺三角形である。

���　正弦定理により　VLQ$ 
D

�5
，VLQ% 

E

�5

　また，余弦定理により　FRV$ 
���E �F �D

�EF
，FRV% 

���F �D �E

�FD

　VLQ$FRV$ VLQ%FRV% �から　
D

�5
･

���E �F �D

�EF
 

E

�5
･

���F �D �E

�FD

　よって　　 �D �
�E � �F 
� �D  �E �

�F � �D 
� �E 　　すなわち　 �D �F � �D  �E �F � �E

　ゆえに　　�
�D 
� �E �

�D 
� �E ��
�D 
� �E �F  �　　

　よって　　�D 
�E �D 
�E �
�D � �E 
� �F  �

　D!�，E!��であるから　D E ��または�� �D � �E  �F

　したがって，�$%&�は�%&＝&$�の二等辺三角形�または��& ����の直角三角形である。

山の高さを�'+ [���P��とすると　　+$ [，+% [，+& (� [10

△+$%�において，余弦定理により　　FRV$ 
������ �[ �[

･･� ��� [
　　　�……�①

△+$&�において，余弦定理により　　FRV$ 
������ �[ �

� 
(� [

･･� ��� [
　……�②

①，②�から　　
������ �[ �[

･･� ��� [
 

������ �[ �
� 
(� [

･･� ��� [

整理すると　　� �[  �����　　　[!��であるから　　[ ���

したがって，山の高さは　　����P
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条件から　&3 +4 �，*3 '4 �11

�ア�　(* ( ��� ��  ��であるから

　　　　　(3 ( ��(* �*3  ( ��� ��  ア
(��

�イ�　(4 ( ��� ��  (��，��34 ( ��� ��  (��

　△(34�において，余弦定理により

　　　　　FRV�(43 
���(4 �34 �(3

･�(4 34
 

���� �� ��

･･� (�� (��
 

イ

�
�

(���

�ウ�　VLQ�(43!��であるから

　　　　　VLQ�(43 ( �� �FRV �(43  ) ��
�

���
 

��

(���

　よって　△(34 
�

�
(4･34VLQ�(43  

�

�
(�� ･(�� ･

��

(���
 

ウ ��

�

�エ�　三角錐�$(34�の底面を�△$(4�とすると，高さは���である。

　よって，三角錐�$(34�の体積を�9�とすると

　　　　　　9 
�

�
△$(4�� 

�

�
��
�

�
･� �･� �� 

エ�

�オ�　$�から�△(34�に下ろした垂線の長さを�K�とすると

　　　　　　9 
�

�
△(34�K 

��

�
K

　よって　　
��

�
K �　　　　ゆえに　K 

オ ��

��

 �FRV & �� �VLQ &12

△$%&�の外接円の半径を�5�とする．正弦定理を適用すると

　  ･D
D

�5 � ��
E

�5

F

�5
���E

�

� �
E

�5
･･� 
�E F

E

�5

F

�5
F� ���

�

� �
F

�5
F

両辺に�� �5 �を掛けると　  �D � 
�E F ���E � 
�E F EF �F

ゆえに　  �D � 
�E F ��E � 
�E F �F � 
�E F

したがって　  � 
�E F � 
���D �E �F �

よって　　  E F　または　  ��D �F �E

ゆえに，△$%&�は，  $% $&�の二等辺三角形，または�  �% ����の直角三角形．

$

%
&

'
�

�

�

�

△$%&�において，余弦定理により

　　　　FRV�$%& 
���$% �%& �&$

･�$% %&
 

���� �� ��

･･� � �

　　　　　　　　　� 
��

･･� � �
 
�

�

13

よって，�$%& ����であるから　VLQ�$%& VLQ��� 
(�
�

ここで　&' �
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　　　　$%･VLQ�$%& �･
(�
�
!

･� ���

�
 ����

よって　&'�$%･VLQ�$%&　……�①　� 
�

四角形�$%&'�が台形であるとき�$'6%&�または�$%6&'�が成り立つ。

頂点�$�から辺�%&�に下ろした垂線を�$+�とすると，①�から

　　　　$+ $%･VLQ�$%&!&'　……�②

+

$

% &

'''$'6%&�が成り立つと仮定すると，右の図のように

　　　$+�&'

となるが，これは�②�に矛盾する。

よって，$'6%&�は成り立たないから，$%6&'�となる。

すなわち，辺�$%�と辺�&'�が平行である。　� 
�

(

$

% &

'

�

�

�

右の図のように，辺�%&の延長上に点�(�をとる。

$%6&'�から　�'&( �$%& ���

△%&'�において，余弦定理により

　 �%'  �%& � �&' ��%&･&'FRV�%&'

　　　 �� � �� ��･�･�FRV � 
����� ���  ���

%'!��であるから　%' (���  �(�
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%$6,&＋67$1'$5'問題
��辺の長さが�D，D��，���D�の三角形がある。このとき，D�の値の範囲を求めよ。１

また，この三角形が直角三角形となるとき，D�の値を求めよ。

次の図において，[，\�の値を求めよ。２

$

% &

3 4

[
���

\

�

�

�

\

[

�

����

�
$

% &

4 3

346%& 346%& @6P6Q

@

P

Q

$

%

&

'

(

)

[

� �

�

���　　　　　　　　　　　　 ���　　　　　　　　　　　　����

下の図で，$% �，%& �，&$ ��であり，$'�は��%$&�の二等分線，$(�は３

�%$&�の外角の二等分線である。

$

% &' (

%'�の長さと�%(�の長さをそれぞれ求めよ。

下の図において，点�+�は��$%&�の垂心である。角�D，E�を求めよ。４

$

% &

���

D E

+

���D
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+

$
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����

���
D

2

% &

$
D

����
,

$

% &

��� ���右の図で，点�2�は�△$%&�の外心，

点�,�は�△$%&�の内心である。D�を求

めよ。

５

$

% &

' (

)

*

[
\

��

�

右の図において，点�*�は�△$%&�の重心であり，

'(6%&�である。このとき，[，\�の値を求めよ。

６

△$%&�の辺�$%，$&�上にそれぞれ点�5，4�があり，$5：5% �：�，７

$4：4& �：��である。線分�%4�と�&5�の交点を�2，直線�$2�と辺�%&�の交点を�3�と

するとき，次の比を求めよ。

���　%3：3&　　　　　　���　$2：23　　　　　　���　△$%&：△2%&

次の図において，直線�$7�は点�$�で円�2�に接している。[�と�\�を求めよ。８

$

%

[

&

7

'

(2

����

���

[

\

2

���

���
%

&

$ 7

[

\

2

���

$

%

&

7

���　　　　　　　　　　　　�����　　　　　　　　　��　　�����

次の図において，角�[�の大きさを求めよ。９
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下の図において，[�の値を求めよ。2�は円の中心とする。10

$

%

& '
3

[�

� �

%

'

$

3

&

2

[

�
�

�

37�は円の接線�

3 7

$

%

��

[

�

���　　　　　　　　　　�����　　　　　　　　　　　　���

2 2�

��FP

���FP

�����FP
右の図のように，中心間の距離が����FP，共通外

接線の長さが����FP，共通内接線の長さが���FP

である���つの円�2，2 ��がある。

この���つの円の半径を，それぞれ求めよ。

11

��辺の長さが�D，E，F�の直角三角形の外接円の半径が�
�

�
，内接円の半径が�

�

�
�のとき，12

次の問いに答えよ。ただし，D�E�F�とする。

���　D�の値を求めよ。

���　E�と�F�の値を求めよ。
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実戦問題
$% �，%& [，$& ��[�であるような�△$%&�がある。13

���　[�の値の範囲を求めよ。

���　△$%&�が鋭角三角形であるような�[�の値の範囲を求めよ。

鋭角三角形�$%&�において，$% ��とする。辺�$&�を��：��に内分する点を�'�とし，辺�14

%&�を��：��に内分する点を�(�とする。このとき，��点�'，(�を通る直線�@と���点�$，%�

を通る直線の交点を�3�とすると，$3 
ア

�である。また，直線�@と三角形�$%&�の

外接円との���つの交点のうち�3�に近い方の交点を�4�とし，他の交点を�5�とする。このと

き，34 ��ならば，45 
イ

�である。

$

% &'

(

)

*

,

$% $&�である二等辺三角形�$%&�の内接円

の中心を�,�とし，内接円と辺�%&�の接点を�'�

とする。辺�%$�の延長と点�(�で，辺�%&�の延

長と点�)�で接し，辺�$&�と接する��%�内の円

の中心を�*�とする。

���　$' *)�となることを証明せよ。

���　$% �，%' ��のとき，,*�の長さを求

　めよ。

15

�& ， �& ， �& �は，半径がそれぞれ�D，D，�D�の円とする．いま，半径���の円�&�にこれらが16

内接していて， �& ， �& ， �& �は互いに外接しているとき，D�の値を求めよ．

（出典�����常総学院高）17

図のように，$% ��FP，%& ��FP，&$ ��FP�である長方形�$%&'�を直線�O�に沿

って，滑ることなくちょうど���回転するまで転がす。

O

$

% &

' $

% &

'

頂点�%�が動いた跡の線の長さは�
ア

S�FP�であり，頂点�%�が動いた跡の線と直線�O�と

で囲まれた部分の面積は�
イ

� �FP �である。ただし，S�は円周率とする。
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S　�前半�　���D���　　�後半�　D ��，��１

S　���　[ �，\ ��　　���　[ ���，\ ���　　���　[ ����２
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S　���　D ���，E ����　　���　D ���，E ���４
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S　���　[ ���　　���　[ ���９
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�
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�

�
�FP11
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�� (�
�
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�� (�
�
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S　���　��[��　　���　
�

�
�[�

�

�
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S　�ア�　�　　�イ�　��14

S　���　略　　���　,* 
�(��
�
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S　D 
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�
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�前半�　��辺の長さが�D，D��，���D�の三角形が存在するための条件は１

　　　　　　　D��D 
�� ����D�D��D 
��

　すなわち　　�����D��D��

　�����D�から　　D���　　　　　　���D��D���から　　D!��

　よって，求める�D�の値の範囲は　　���D���　……�①

�後半�　D!D���であるから，直角三角形となるのは次の�>�@，>�@�のどちらかである。

　>�@　長さ�D�の辺が斜辺になる場合

　　三平方の定理から　　 �
� 
�D � � �

� 
��� D  �D

　　整理すると　　　 �D ����D����� �

　　　　　　　　　　�D 
��� �D 
���  �

　　これを解くと　　D ��，��　　　　　　①�を満たすのは　　D ��

　>�@　長さ����D�の辺が斜辺になる場合

　　三平方の定理から　　 �
� 
�D � � �D  �

� 
��� D

　　整理すると　　　 �D ���D����� �

　　　　　　　　　　�D 
��� �D 
����  �

　　これを解くと　　D ��，����　　　　①�を満たすのは　　D ��

　したがって，求める�D�の値は　　D ��，��

���　346%&�であるから２

　　　　　$3：$% 34：%&　……�①，　$4：$& 34：%&　……�②

　①�から　　[：�[ 
��  �：�　　　　ゆえに　　�[ ��[ 
�� 　　　　よって　[ �

　②�から　　���：\ �：�　　　　　��ゆえに　　�\ ��　　　　　　�よって　\ ��

���　346%&�であるから

　　　　　$3：$% $4：$&　……�①，　34：%& $4：$&　……�②

　①�から　　���：[ �：�　　　　ゆえに　　�[ ��　　　　よって　[ ���

　②�から　　�：\ �：�　　　　���ゆえに　　�\ ��　　　　よって　\ ���

3

@

P

Q

$

%

&

'

(

)

[

� �

�

4

���　点�$�を通り，')�に平行な直線を引き，P，Q�との

　交点をそれぞれ�3，4�とする。

　%36&4�であるから

　　　　　　$%：%& $3：34　……�①

　また，四角形�$3('，34)(�は，ともに���組の対辺

　が平行であるから平行四辺形である。

　よって　　$3 '( �，34 () �

　ゆえに，①�から　　�：[ �：�

　よって　　�[ ��　　　ゆえに　[ ����

%'�の長さを�[�とおく。３

$%���$& %'���'&�が成り立つから　　����� [����� 
�[
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　よって　　�[ ��� 
�[ 　　　ゆえに　　[ 
�

�

　また，%(�の長さを�\�とおく。

　$%���$& %(���(&�が成り立つから�　　����� \����\ 
��

　よって　　�\ ��\ 
�� 　　　ゆえに　　\ �

　したがって　　%' 
�

�
，%( �

$

% &

���

D E

+
'

(

���　線分�%+�の延長と辺�$&�の交点を�'，線分�&+�の延長

　と辺�$%�の交点を�(�とする。

　+�は��$%&�の垂心であるから

　　　　　　�$'% ���，�$(& ���

　�$%'�の内角の和は������であるから

　　　　　　D�������� ����

　よって　　D ���

　また，�%+& �%(+��(%+�であるから

４

　　　　　　E ������� ����

���D

E

+

$

% &(

'

���　線分�$+�の延長と辺�%&�の交点を�(�とする。

　+�は��$%&�の垂心であるから

　　　　　　�%'& ���，�$(% ���

　�%'&�の内角の和は������であるから

　　　　　　D�������� ����

　よって　　D ���

　また，�$+' �%+(�であり，�%+(�の内角の和は

　�����であるから

　　　　　　��������E ����

　よって　　E ���

����

���

D

2

% &

$

���

���

D

���　2% 2&�であるから

　　　�2%& �2&% ����� 
����� 	� ���

　よって　　�$%2 ������� ���

　2�と�$�を結ぶと，2$ 2%�であるから

　　　　　　�2$% �$%2 ���

　ゆえに　　�%2$ ���������� ���

　よって　　�$2& �������� ���

　また，2$ 2&�であるから　�2$& �2&$ D

５

　したがって　　D ����� 
���� 	� ���
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D

����

,

$

% &

���　△,%&�において

　　　�,%&��,&% ��������� ���　……�①

　%,�は��%�の二等分線であるから

　　　�% ��,%&　　　　……�②

　&,�は��&�の二等分線であるから

　　　�& ��,&%　　　　……�③

　よって　　　　�D �������% 
��&

　②，③�を代入して

　　　　　　　　�D ��������,%& 
���,&%

　　　　　　　　��� ��������,%& 
��,&%

　①�を代入して　D ���������� ���

重心�*�は中線�$)�を��：��に内分するから�������������[ �����６

よって　　�[ ��　　　　　���したがって　　[ �

また，)�は辺�%&�の中点であるから　　)& %) �

*(6)&�であるから　　*(：)& $*：$) �：�

よって　　\：� �：�　　　　ゆえに　　�\ ��　　　　したがって　　\ �

2

3

�

�

�

�

$

% &

5

4

���　△$%&�と点�2�にチェバの定理を用いると

　　　　　　
%3

3&
･
&4

4$
･
$5

5%
 �

　よって　　
%3

3&
･
�

�
･
�

�
 �　　　ゆえに　

%3

3&
 
�

��

　したがって　　%3：3& �：��

���　△$%3�と直線�5&�にメネラウスの定理を用いると

　　　　　　
$2

23
･
3&

&%
･
%5

5$
 �

７

　ここで，����の結果から　��3&：&% ��：��

　よって　　
$2

23
･
��

��
･
�

�
 �　　　ゆえに　

$2

23
 
��

�

　したがって　　$2：23 ��：�

���　辺�%&�は�△$%&�と�△2%&�の共通の底辺であるから

　　　　　　△$%&：△2%& $3：23

　�����の結果から　　$3：23 ��：�

　したがって　　△$%&：△2%& ��：�
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[

\

2

���

$
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77�

\

���　右の図において，接線と弦の作る角により

　　　　[ �$&% ���

　　　　\ �&$7� ���

���　接線と弦の作る角により　　�$'% �%$7 [

　また，円周角の定理により　　�'$& �'%& ���

　よって，△$'(�において

　　　　[ �������'$( 
��'($

　　　　�� ��������� 
�����  ���

���　右の図において，接線と弦の作る角により

　　　　[ �&$7� ���　……�①

　$% %&�であるから　　�%&$ �&$% \

　よって，△$%&�において　　[�\�\ ����

　これと�①�から　　�����\ ����

　したがって　　\ ���

８

���　�%$& �%'&��� �����から，弧�%&�に対する円周角が等しいので，四角形�$%&'９

　は円に内接する。よって　[ �$'% �$&% ���

���　四角形�$%&'�は円に内接しているので，�$'& �(%& ���

　よって，△$('�において　[�������� ����

　したがって　[ ���

���　方べきの定理から　　3$･3% 3&･3'　　すなわち　　�[ 
�� ･� �･�10

　整理して　　�[ ��　　　　よって　　[ 
��

�

���　&2�は円�2�の半径であるから　　&2 �　　　　よって　　3& [��

　方べきの定理から　　3$･3% 3&･3'　　すなわち　　�･�� 
��  �[ 
�� �[ 
��

　整理して　　 �[  ��　　　　[!��であるから　　[ (��

���　方べきの定理から　　3$･3% 
�37 　　すなわち　　��� 
�[  ���

　整理して　　�[ ��　　　　よって　　[ ��
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U

$

%
+

2 2���

��

5

円�2�の半径を�5�FP，円�2��の半径を�U�FP���5!U��とする。

円�2，2��と共通外接線との接点を，それぞれ�$，

%�とする。

2��から�2$�に引いた垂線を�2�+�とすると，

�$ �% ����であるから

　　　　　+2 � $% �����FP�

　　　　　$+ %2 � U���FP�

11

よって　　2+ 2$�$+ 5�U���FP�

△22�+�において，�+ ����であるから　　 �2+ � �+2 �  �22 �

すなわち　　 �
� 
�5 U � ���  ���

ゆえに　　　 �
� 
�5 U  ��

5�U!��であるから　　5�U �　……�①

2

2�
�5

U'

.

&

��

円�2，2��と共通内接線との接点を，それぞれ�&，

'�とする。

2�から�2�'�の延長に引いた垂線を�2.�とすると，

�& �' ����であるから

　　　　　2. &' ����FP�

　　　　　.' 2& 5���FP�

よって　　.2� .'�'2 � 5�U���FP�

△2�2.�において，�. ����であるから　　 �2. � �.2�  �22 �

すなわち　　 �� � �
� 
�5 U  ���

ゆえに　　　 �
� 
�5 U  ��

5�U!��であるから　　5�U �(��　……�②

①�②�から　　�5 �(�� ��　　　よって　　5 (�� �
�

�
���FP�

②�①�から　　�U �(�� ��　　　�よって　　U (�� �
�

�
���FP�

$ %

&

F

(
)

'

E D

���　D�E�F�であるから，直角三角形の斜辺の長さは�D

　である。直角三角形の斜辺の長さは外接円の直径の長

　さと等しいから

　　　　　　D ��
�

�
 �

���　直角三角形を右の図のように�△$%&�と表し，内接円

　との接点を�'，(，)�と定める。

　$( 
�

�
，$) 

�

�
�であるから

12
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　　　　%' %) F�
�

�
，

　　　　&' &( E�
�

�

　%'�&' %&�であるから　　E�F�� �

　よって　　　　　　　　　　　E�F �　　�……�①

　また，三平方の定理から　　　 �E � �F  �� 　……�②

　①，②�から，F�を消去して　　 �E � �
� 
�� E  �

　ゆえに　　　　　　　　　　　� �E ��E�� �

　よって　　　　　　　�E 
�� (�
�

　このとき，①�から　　F 
3� (�
�

���上の�E�と複号同順�

　E�F�であるから　　����E 
�� (�
�

，F 
�� (�
�

���　�，[，��[�が三角形の���辺の長さとなるための条件は，次の���つの不等式が同時に13

　成り立つことである。

　　　　　　　��[!��[　���……�①

　　　　　　　[��� 
�[ !�　……�②

　　　　　　　�� 
�[ ��![　……�③

　①�を解くと　　[!�　　

　②�は，�!��となり常に成り立つ。

　③�を解くと　　[��

　よって，求める�[�の値の範囲は　　��[��　……�④

���　△$%&�が鋭角三角形となるための条件は，④�および次の���つの不等式が同時に成り

　立つことである。

　　　　　　 �� � �[ � �
� 
�� [ 　……�⑤

　　　　　　 �[ � �
� 
�� [ � �� 　……�⑥

　　　　　　 �
� 
�� [ � �[ � �� 　……�⑦

　⑤�から　　��
�[ ��[ 
�� !�

　 �[ ��[�� �
� 
�[ � ��!��であるから，⑤�は常に成り立つ。

　⑥�から　　�[�����　　��よって　[�
�

�
　……�⑥�

　⑦�から　　�[���!�　　��よって　[!
�

�
　……�⑦�

　④，⑥�，⑦��の共通範囲を求めて　　
�

�
�[�

�

�
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��

△$%&�と直線�3(�にメネラウスの定理を用いると

　　
%3

3$
･
$'

'&
･
&(

(%
 �　すなわち　

%3

3$
･
�

�
･
�

�
 �

ゆえに，
%3

3$
 ��から　　%3：3$ �：�

よって，$%：$3 �：��であり，$% ��であるから

　　　　　　　　$3 ア�

方べきの定理により　　3$･3% 34･35

すなわち　　�･�� �･�� 
�45

よって　　　45 イ��
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% &'
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)

*

,

���　$'�は��%$&�の二等分線であるから，

　�'$% D�とおくと　�'$& D

　また，$(，$&�は円�*�の接線であるから，

　�($* E �とおくと　�&$* E

　ここで，

　　�%$'��'$&��&$*��*$( �����

　であるから　D�D�E�E ����

　よって　　　D�E ���

　すなわち

　　�'$* �'$&��&$* ���　……�①

15

　また　�$') ���，�*)' ���　�……�②

　よって，①，②�より，四角形�$')*�は長方形である。

　したがって　$' *)

$

% &'

(

)

*

,

�

�

���　$' ( ��$% �%'  ( ��� ��  �(��

　%,�は��$%'�の二等分線であるから

　　　　　$,：,' $%：%' �：�

　よって　$, 
�

��
$' 

�

��
��(��  

�(��
�

　����より，四角形�$')*�は長方形であるから

　　　　　　　$*6%)

　ゆえに　�$*% �*%)

　また　　�$%* �*%)

　よって　�$*% �$%*

　したがって，△$%*�は二等辺三角形であるから　$* $% �

　△$,*�において，三平方の定理により

　　　　　,* ( ��$, �$*  ) �
�

� �
�(��
�

��  
�(��
�
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円�&， �& ， �& ， �& �の中心をそれぞれ�2， �2 ， �2 ， �2 �

とし，��円� �& ， �& �の接点を�+�とする．

このとき　 �22  ��D， �2 �2  D��D �D

�△22 +�において，三平方の定理から

　2+ ( ��� 
�� D �D  ( �� �D

　また　 �22  ���D

�△2 �2 +�において，三平方の定理から

　 �2 + ( ��� 
�D
�D  �(� D
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2+� �22  �2 +�であるから　�( �� �D ��� 
��D  �(� D

ゆえに　( �� �D  ��� 
�(� D���……�①

①�の左辺の根号内が���以上であることから　��D�
�

�

①�の右辺が���以上であることから　D�
�

�� 
�� (�
 

�(� �

�

よって　
�(� �

�
�D�

�

�
�……�②

①�の両辺を平方し，整理すると　���� 
��(�
�D  �� 
��(� D

D!��であるから　��� 
��(� D ���(�

よって　D 
�� �(�

�� 
�� �(�
 � 
�� �(� � 
�� �(�

�� 
�� �(� � 
�� �(�
 

��(� �

�

これは�②�を満たす．

求める長さは，下の図の���つの弧の長さの和であるから17

　　　　�S���
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��S���
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��S���
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　　　　 �S��FP�

求める面積は，��つのおうぎ形と長方形���個分であるから

　　　　S� �� �
��

���
�S� �� �
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���
�S� �� �
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���
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%$6,&＋6WDQGDUG問題
������と�������の最大公約数を求めよ。１

次の方程式の整数解をすべて求めよ。２

���　��[���\ �　　　　　　　　　　　　���　���[���\ �

����方程式�[\��[��\ ��の整数解をすべて求めよ。３

����方程式��[\��[�\ ��を満たす���つの整数�[，\�の組をすべて求めよ。

Q�は自然数とする。 �Q ���Q�����が素数となるような�Q�をすべて求めよ。４

���������の正の約数の個数を求めよ。５

���������の正の約数の総和を求めよ。

Q�を正の整数とする。1 ����Q �とすると，(1 �が整数になるような最小の�Q�の値を求６

めよ。

 ������ �[ �[\ �\ �[ �\ � ��を満たす整数の組�� 
[，\ �を求めよ．７

次の等式を満たす自然数�[，\，]�の組をすべて求めよ。８

���　[\] [�\�]　�[�\ 
�]

���　
�

[
�
�

�\
�
�

�]
 
�

�
　�[�\ 
�]

実践問題
��

��
，
��

��
�のいずれに掛けても積が自然数となる分数のうち，最も小さいものを求めよ。９

方程式�  ���[ ���\ ���を満たす整数解�[��\�をすべて求めよ．10

次の等式を満たす自然数�[，\，]�の組をすべて求めよ。11

　　　　　　
�

[
�
�

\
�
�

]
 �

自然数�1�を���進法で表すと���桁の数�
� ��

DEF �になり，��進法で表すと���桁の数�
� ��

FDE �になる12

という。D，E，F�を求めよ。また，1�を����進法で表せ。

�����を素因数分解すると， D� ･
E� ･

F� ･
��� ･

��� ･
��� �……�となる。D，E，F�の値を求めよ。13

素数�S，T，U�に対して�� �S TU��� �S �T U��� �ST U �������が成り立つとき，�S，T，U�の値14

を求めよ。
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S　���１

S　N�は整数とする。２

　　　���　[ ��N���，\ ���N���　　���　[ ��N���，\ ���N���

S　� 
[，\  � 
��，�� ，� 
��，�� ，� 
�，� ，� 
��，�� ，� 
��，� ，� 
���，�３

S　� 
[，\  ���， 
�� ，� 
�，�

S　Q �，��４

S　���　��　　���　����５

S　���６

S　  � 
[，\ � 
�，�� ，� 
�，��７

S　���　� 
[，\，]  � 
�，�，� 　　���　� 
[，\，]  � 
�，�，�８

S　
���

�
９

S　  [ ���� ���W��  \ �� ��W��W�は整数��10

S　� 
[，\，]  � 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，11

　　　　　　　　��� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，�

S　D �，E �，F �；1 ��12

S　D ��，E ��，F ��13

S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　��14
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　����� �����･������

　����� ����･������

　������ ����･�����

　������ ���･�����

１

　　��� ���･���

よって，最大公約数は　���

���　　　　　　��[���\ �　　　　　　��……�①２

　[ ��，\ ���は，��[���\ ��の整数解の��つである。

　よって　　　��･�����･� 
��  �

　両辺に���を掛けると

　　　　　　　��･�����･� 
���  �　　���……�②

　①－②�から������[ 
��� ����\ 
���  �　……�③

　���と����は互いに素であるから，③�のすべての整数解は　

　　　　　　　[��� ��N，\��� ���N���N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N���，\ ���N������N�は整数�

U��　���と����に互除法を用いると

　�� ��･����　　移項すると　�� �����･�

　�� ��･���　　��移項すると　� �����･�

　�� �･���　　����移項すると　� ����･�

　� �･���　　　��移項すると　� ���･�

　よって　� ���･� ������� 
･� ･�

　　　　　�� �･����･� ������ 
･� ･����･�

　　　　　�� ��･����･� ��･�������� 
･� ･�

　　　　　�� ��･�����･� 
��

U��　D ��，E ���とおく。

　�� �����･��より　�� E�D･� ��D�E

　� �����･��より　���� D����D 
�E ･�

　　　　　　　　　　　� �D��E

　� ����･��より　　�� ���D 
�E ���D 
��E

　　　　　　　　　　　� ���D��E

　� ���･��より　　���� ��D 
��E �����D 
��E

　　　　　　　　　　　� ��D��E

　よって，��D��E ��より　��･�����･� 
��  �

���　　　　　　���[���\ �　　　　　　�……�①

　[ ��，\ ����は，���[���\ ��の整数解の���つである。

　よって　　　���･� 
�� ���･� 
���  �

　両辺に���を掛けると
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　　　　　　　���･� 
��� ���･� 
���  �　……�②

　①－②�から�������[ 
��� ����\ 
���  �　……�③

　����と����は互いに素であるから，③�のすべての整数解は

　　　　　　　[��� ��N，\��� ���N　�N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N���，\ ���N���　�N�は整数�

U��　����と����に互除法を用いると

　��� ��･����　　移項すると　�� ������･�

　�� ��･����　　��移項すると　�� �����･�

　�� ��･���　　　移項すると　� �����･�

　�� �･���　　　��移項すると　� ����･�

　よって　� ����･� ��������� 
･� ･�

　　　　　�� ��･����･� ������ 
･� ･����･�

　　　　　�� ��･����･� ��･��������� 
･� ･�

　　　　　�� ���･� 
�� ���･� 
���

U��　D ���，E ���とおく。

　�� ������･��より　�� D�E

　�� �����･��より　���� E��D 
�E ･�

　　　　　　　　　　　　� ��D��E

　� �����･��より　　� �D 
�E ����D 
��E

　　　　　　　　　　　��� �D��E

　� ����･��より　�　�� ���D 
��E ���D 
��E ･�

　　　　　　　　　　�　�� ��D���E

　よって，��D���E ��より　���･� 
�� ���･� 
���  �

[\��[��\ �[ 
�� �\ 
�� ����であるから，方程式�[\��[��\ ��を変形すると３

　　　�[ 
�� �\ 
�� ��� �　　　　すなわち　　�[ 
�� �\ 
��  ��

[，\�は整数であるから，[��，\���はともに整数である。

積が����になる整数�[��，\���の組�は

　　　�[��，\ 
��  ��， 
�� ，��， 
�� ，��， 
�� ，� 
��，� ，� 
��，� ，� 
��，�

よって，求める整数解は

　　　� 
[，\  � 
��，�� ，� 
��，�� ，� 
�，� ，� 
��，�� ，� 
��，� ，� 
���，�

�[\��[�\ ��から　　��[ 
�� �\ 
��  �

[�は整数であるから，�[���は���で割ると���余る整数である。

よって　　��[��，\ 
��  ���， 
�� ，� 
�，�

したがって　　� 
[，\  ���， 
�� ，� 
�，�

　　　 �Q ���Q���� �Q 
�� �Q 
��� 　または　 �Q ���Q���� �� 
�Q ��� 
�Q４

Q��!Q���，��Q����Q �であるから， �Q ���Q�����が素数であるとき

　　　Q��� �　または　��Q �
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Q��� ��より　�Q ��，　　��Q ��より　　Q �

Q ���のとき　��� �Q ���Q���� ��･� ��　�素数�

Q ��のとき　　� �Q ���Q���� �･�� ��　�素数�

よって，求める自然数�Q�は　　Q �，��

�����を素因数分解すると　���� �� ･�･
��５

よって，�����のすべての正の約数は�������
�� 
� �� �� 
�� ���� 
� �� �を展開したときの

項として���つずつ出てくる。

���　�����の正の約数の個数は　�� 
�� �� 
�� �� 
��  ����� �����個�

���　�����の正の約数の和は

　　　　　�����
�� 
� �� �� 
�� ���� 
� ��  ������ 
�� �� 
�� ���� 
���

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� ������� ����

�����を素因数分解すると　　���� �･
�� ･�･�６

�����に��･�･�･��を掛けると，
�� ･

�� ･
�� ･

�� �すなわち� �
� 
･･･�

�� � � �になる。

よって，Q�の最小値は　　Q �･�･�･� ���

左辺を�\�について整理すると　  �����\ �� 
�[ � \ � �[ �[ � ��……�①７

\�は整数であるから，判別式�'�について， �' ��であることが必要．

 
'

�
��� 
�[ � � 
��� �[ �[ � ��

すなわち　 ���� �[ �[ � �

よって　 �� 
��[ � � 
��[ � �

ゆえに　 �
�

�
�[
�

�
　　これを満たす整数�[�は　  [ �

このとき，①�は　  ���\ �\ � �

ゆえに　  � 
�\ � � 
�\ � �　　よって　  \ ��，��

したがって　  � 
[，\ � 
�，�� ，� 
�，��

���　[�\�] �であるから　　[\] [�\�]�]�]�] �]８

　よって，[\]��] �の両辺を正の数�]�で割ると　　[\��

　これを満たす�[�\�である自然数�[，\�の組は　　[ �，\ �

　このとき，与えられた等式は　　�] ����]

　よって　　　　] �

　このとき，\�] �を満たす。

　したがって　　� 
[，\，]  � 
�，�，�

���　��[�\�] �であるから　　　
�

]
�
�

\
�
�

[
　���……�①

　よって　　
�

�
 
�

[
�
�

�\
�
�

�]
�
�

[
�
�

�[
�
�

�[
 
��

�[

　したがって　　[�
��

�

数学①　第５回試験　整数問題　　　　���� �����



　[�は自然数であるから　　[ �

　このとき，与えられた等式は　　
�

�\
�
�

�]
 
�

�
　……�②

　①�から　　
�

�
 
�

�\
�
�

�]
�
�

�\
�
�

�\
 
�

�\

　したがって　　\�
�

�

　\�は自然数で，� [�\�であるから　　\ �，�

　\ ��のとき，②�から　　
�

�]
 �

�

�

　これを満たす自然数�]�はない。

　\ ��のとき，②�から　　
�

�]
 
�

��

　よって　　] �　�\�] �を満たす�

　したがって　　� 
[，\，]  � 
�，�，�

求める分数を�
D

E
��D，E�は互いに素である自然数��とする。９

��

��
�

D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�①

��

��
�

D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�②

求める分数�
D

E
�を最小にするには，D�を最小にし，E�を最大にするとよい。

①，②�から

　　　　　D�は����と����の最小公倍数，E�は����と����の最大公約数

とすればよい。

よって　　D ���，E �

したがって，求める分数は　　
���

�

方程式を変形して　  ��[ ��� 
�� �\10

���と����は互いに素であるから，  [ ��V��V�は整数��とおける．ゆえに　  ��V �� �\

よって　  �\  �� ��V �� 
�� V ��V

ここで，  �V � �W��W�は整数��とおけるから�  \  �W �V  �W �� 
��W � �� ��W

したがって　  [  ��V  ��� 
��W � ���� ���W��W�は整数�

[，\，]�を入れ替えても，もとの式と変わらない。11

[，\，]�は自然数であるから，��[�\�]　……�①�と仮定する。

　　　　
�

]
�
�

\
�
�

[
　……�②
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よって　� 
�

[
�
�

\
�
�

]

　　　　���
�

[
�
�

[
�
�

[
 
�

[

ゆえに　[��

[�は自然数であるから　[ �，�，�

>�@　[ ��のとき

　与式から，
�

\
�
�

]
 ��となり，これを満たす自然数�\，]�はない。

>�@　[ ��のとき

　与式から　
�

\
�
�

]
 
�

�
　……�③

　②�から　
�

�
 
�

\
�
�

]
�
�

\
�
�

\
 
�

\

　ゆえに　\��

　\�は自然数で�� [�\�であるから　\ �，�，�

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 �　　これを満たす自然数�]�はない。

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

>�@　[ ��のとき

　与式から　
�

\
�
�

]
 
�

�
　……�④

　②�から　
�

�
 
�

\
�
�

]
�
�

\
�
�

\
 
�

\

　ゆえに　\��

　\�は自然数で，� [�\�であるから　\ �

　このとき�④�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

以上から　� 
[，\，]  � 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，�

よって，①�の条件をはずして考えると，求める�[，\，]�の組は

　　� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，

　　� 
�，�，� ，� 
�，�，� ，� 
�，�，�

� ��
DEF �は���桁の���進数であるから　　��D��，��E��，��F��12

� ��
FDE �は���桁の���進数であるから　　��F��，��D��，��E��

よって　　��D��，��E��，��F��　……�①

1�を����進法で表すと

　　　1 
� ��

DEF  D･
�� �E･

�� �F･
��  ��D��E�F
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　　　1 
� ��

FDE  F･
�� �D･

�� �E･
��  ��F��D�E

よって　　　　��D��E�F ��F��D�E

整理すると　　�D��E ��F　……�②

ここで，①�から

　　　　　��F �D��E��･���･� ��

ゆえに　　F�
��

�
 ���……

よって，①�から　　F �

②�に代入すると　　�D��E ��

これと�①�を満たす整数�D，E�は　　D �，E �

したがって　　D �，E �，F �

また　　1 ��･���･��� ��

��から�����までの自然数うち13

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

よって　　D �������������� ��

次に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

よって　　E ��������� ��

更に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q 
�� �の倍数はない。

よって　　F ���� ��

与えられた等式から　　STU��S 
�T �S 
���T  ������������　……�①14

S，T，U�は素数であるから，�，�，��，��，���のいずれかである。

また，�S�T���であることがわかる。

もし��S�T ��であるとすると，これを満たすのは�S �，T ���のときだけである。
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このとき�S���T ����となり，①�を満たさない。

よって，�S�T�は��，�，��，��，���のいずれかであり，更に，

S���T�����･� �� �であるから　　S���T ��

これを満たすのは　　S ア�，T イ�

このとき，�S�T ���であるから　　U ウ��
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