
%$6,&問題
$��� 
��L ，%���� 
��L �とする。次の点を表す複素数を求めよ。１

���　線分�$%�を��：��に内分する点�&　　　�����　線分�$%�の中点�0

���　線分�$%�を��：��に外分する点�'

D，E�は複素数で� D�E  ��DE �のとき， E �の値を求めよ。ただし， D 
��とする。２

��つの複素数�D ����(� L，E ���L �について，DE，
D

E
�をそれぞれ極形式で表せ。３

ただし，偏角�K�の範囲は���K��S�とする。

��

� �
�� (� L

(�
�を計算せよ。４

D �
�

�
� (�
�

L，E �
�

�
� (�
�

L �とする。複素数平面上で，点�D�を点�E�を中心として５

時計回りに�
�

�
S�回転した点を表す複素数�F�を求めよ。

67$1'$5'問題
方程式� �]  ����(� L �を解け。６

複素数平面上の���点�$ � 
�� �L ，% � 
��� �L ，& � 
�� �L �を頂点とする��$%&�について，�%$&�の７

大きさを求めよ。

D FRV
S

�
�LVLQ

S

�
�のとき，次の式の値を求めよ。８

���　 �D � �D �……�D��　　　　　　　　�����　 �D �D ……D

複素数平面上の点�]�が条件�  � �] L �] �L �を満たすとき，点�]�の全体は円を描く．そ９

の円の中心�D�と半径�U�を求めよ．

異なる���つの複素数�D，E，F�の間に等式�F�(� LD �� 
�(� L E �が成り立つ。10

���　
�F D

�E D
�を極形式で表せ。

���　��点�$�� 
D ，%�� 
E ，&�� 
F �を頂点とする��$%&�の���つの角の大きさを求めよ。

点�2�を原点とする複素数平面上で，��つの複素数�D (� �(� L，E �D �を表す点をそ11

れぞれ�$，%�とする。

���　�$2%�を求めよ。

���　��つの線分の比�2$：2%：$%�を求めよ。

���　��点�2，$，%�を通る円の方程式を複素数�]�を用いて表せ。
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��つの複素数�Z，]�が�Z 
��] L

�] L
�を満たす。複素数平面上で，点�]�が原点を中心とする12

半径���の円上を動くとき，次の問いに答えよ。

���　点�Z�はどのような図形を描くか。　　������　Z�の絶対値� Z �の最大値を求めよ。

実戦問題
D，E�は複素数とする。 D  E  �，D�E�� ��のとき，次の値を求めよ。13

���　DE　　　　　　　　　　　　　　　　������　 �D � �E

]�
�

]
 �FRVK， �] �

�
�]
 ��のとき，K�の値を求めよ。ただし，��K�

S

�
�とする。14

]�は� ]�(� �L ���を満たす複素数で，Z LW] ���W�は実数��とする。15

W�が���W���を満たす値をとって変わるとき

���　点�Z�の存在範囲を図示せよ。

���　Z�の偏角�K�のとりうる値の範囲を求めよ。ただし，��K��S�とする。
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S　���　
�� �L

�
　　���　

�� L

�
　　���　������L１

S　 E  �　２

S　DE，
D

E
�の順に　�(� �FRV

S

�� ��LVLQ
S

��
，�(� �FRV

�

��
S ��LVLQ

�

��
S３

S　������(� L４

S　F 
�(� �

�
�

�(� (�
�

L５

S　] �� 
�(� L ，�� 
�� (� L６

S　
�

�
S７

S　���　�　　���　��８

S　  D �L��  U �９

S　���　��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
　　���　�$ 

S

�
，�% 

S

�
，�& 

S

�
10

S　���　
S

�
　　���　�：�：(��　　���　 ]�

���(� �(� L
�

 (��11

S　���　点���を中心とする半径���の円　　���　Z ��のとき最大値��12

S　���　�　　���　��13

S　K 
S

��
，
�

��
S，

�

��
S14

[�

�\

�2

(�

��

S　���　原点を除き，境界線は含む

　　　���　
S

�
�K�

�

�
S

15

���　
��� 
�� �L �� 
��� �L

�� �
 
�� �L

�
　　　　���　

�� 
�� �L � 
��� �L

�
 
�� L

�
１

���　
���� 
�� �L �� 
��� �L

�� �
 ������L

D�E  ��DE �の両辺を���乗して　　 ��D E  ��� DE２

よって　　�D 
�E � 
�D E  �� 
�DE � 
�� DE

　　　　　�D 
�E �D 
�E  �� 
�DE �� 
�DE

　　　　　DD�DE�DE�EE ��DE�DE�DDEE
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　　　　　 �D �E � �D � �E �� �

　　　　　 �D �
�E 
�� ��

�E 
��  �

　　　　　�
�D 
�� �

�E 
��  �

D 
��より� �D ��
��であるから　　 �E �� �

ゆえに　　 �E  �　　　　 E ���であるから　　 E  �

D ���
�

� �� (�
�

L  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S３

　　E (� ��
�

(� ��
�

(�
L  (� �FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　よって　　DE �(� �FRV� ��
�

�
S
�

�
S ��LVLQ� ��

�

�
S
�

�
S

　　　　　　　� �(� �FRV
��

��
S ��LVLQ

��

��
S  �(� �FRV

S

�� ��LVLQ
S

��

　　　　　
D

E
 
�

(� �FRV� ��
�

�
S
�

�
S ��LVLQ� ��

�

�
S
�

�
S

　　　　　　� �(� �FRV
�

��
S ��LVLQ

�

��
S

�� (� L

(�
 (� �

�

� �� (�
�

L  (� �FRV� ��
S

� ��LVLQ� ��
S

�
４

よって　　
��

� �
�� (� L

(�
 ��

� 
(�
��

� ��FRV� ��
S

�
LVLQ� ��

S

�

　　　　　　　　　　��� ���FRV� ��
��

�
S ��LVLQ� ��

��

�
S  ���FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S

　　　　　　　　　　��� ����
�

� �� (�
�

L  ������(� L

点�E�を原点�2�に移す平行移動によって，点�D�が点�D ��に移るとすると５

　　　　D � D�E (� L

点�D ��を原点�2�を中心として��
�

�
S�だけ回転した点を�D ���とすると

　　　　D �� �FRV� ��
�

�
S ��LVLQ� ��

�

�
S D � ��

�

(� ��
�

(�
L ･(� L

　　　　　� (�
�
� (�
�

L

点�D ���は，原点�2�を点�E�に移す平行移動によって，点�F�に移るから

　　　　F D ���E (�
�
� (�
�

L���
�

� �� (�
�

L

　　　　�� 
�(� �

�
�

�(� (�
�

L
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]�の極形式を　] U�FRVK 
�LVLQK６

とすると　　　 �]  �U �FRV�K 
�LVLQ�K

また，����(� L �を極形式で表すと

　　　����(� L ���FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

よって，方程式は

　　　 �U �FRV�K 
�LVLQ�K  ���FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

両辺の絶対値と偏角を比較すると

　　　 �U  ��，�K 
�

�
S��NS　� 
N�は整数

U!��であるから　U �　　また　　K 
S

�
�

NS

�

よって　] ��FRV� ��
S

�

NS

� ��LVLQ� ��
S

�

NS

�
　……�①

��K��S�の範囲では　N �，�，�，�

①�で�N �，�，�，��としたときの�]�をそれぞれ� �] ， �] ， �] ， �] �とすると

　　　 �]  ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
 (� �L，

　　　 �]  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S  ���(� L，

　　　 �]  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S  �(� �L，

　　　 �]  ��FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S  ��(� L

したがって，求める解は

] �� 
�(� L ，�� 
�� (� L

D ���L，E ����L，F ���L�とする。７

　　　　　
�F D

�E D
 

�� 
�� �L � 
�� �L

�� 
��� �L � 
�� �L
 

�� �L

��� �L
 � 
�� �L � 
��� �L

� 
��� �L � 
��� �L

　　　　　　　　 
���� ��L

��
 ���L

偏角�K�の範囲を��S�K�S�として，���L �を極形式で表すと

　　　　　���L (� �FRV
�

�
S ��LVLQ

�

�
S

よって　　�%$& 
�

�
S
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���　 ��D  
��

� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�
 FRV�S�LVLQ�S �８

　よって，D�は���の����乗根である。

　 ��D  ��から　　　 ��D �� �

　左辺を因数分解して

　　　　　　　�D 
�� �
�D � �D �……�D 
��  �

　D��
��であるから　　 �D � �D �……�D�� �

���　 �D �D ……D ���� � …… �D  ��D  �
� 

��D �D  �D  

�

� ��FRV
S

�
LVLQ

S

�

　　　　　　��� FRVS�LVLQS ��

 � �] L �] �L �から　  � ��] L ��] �L９

ゆえに　  �� 
�] L � 
�] L � 
�] �L � 
�] �L

整理すると　  ��]] �L] �L ] �

よって　  � 
�] �L � 
�] �L �　すなわち　  � 
�] �L � 
�] �L �

したがって，  ��] �L ��より　  �] �L ��となるから　  D �L��  U �

���　等式から　　F�D �� 
�(� L �E 
�D10

$�� 
D

%�� 
E

&�� 
F

S

�

S

�

�

�

　よって　　
�F D

�E D
 ��(� L ��FRV

S

� ��LVLQ
S

�

���　����から　　�$ 
S

�

　また，
�F D

�E D
 ��であるから　　 F�D  � E�D

　$& �$%�であるから　　$%：$& �：�

　よって　　�% 
S

�
，�& 

S

�

���　D (� �(� L ��FRV
S

� ��LVLQ
S

�
���　E �D  ��FRV

�

�
S ��LVLQ

�

�
S11

　ゆえに　　
E

D
 
�

� �FRV� ��
�

�
S

S

� ��LVLQ� ��
�

�
S

S

�
 ��FRV

S

� ��LVLQ
S

�
　　　

���よって　�����$2% 
S

�

���　����から　　
E

D
 �　　　　よって　　

2%

2$
 �

　2$ ��であるから　　2% �

　△$2%�は��2 
S

�
�の直角三角形であるから　

　　　　　　$% ( ��2$ �2%  ( ��� ��  (��  �(��

　よって　　2$：2%：$% �：�：(��
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���　����から，求める円は線分�$%�の中点を中心とする半径�
$%

�
�の円である。

　線分�$%�の中点を表す複素数は

　　　　　　  
�D E

�
 �

�(� �(�
�

�(� �(�
�

L �
��(�
�

�(�
�

L

　また，半径は　　  
$%

�
(��　　　よって　　  �]

���(� �(� L
�

(��

���　]�は等式� ]  ��を満たす。12

　Z 
��] L

�] L
�から　　�] 
�L Z �]�L

　よって　　�Z 
�� ] �L�Z 
��

　Z ��は等式を満たさないから，Z
��で　　] 
�L� 
�Z �

�Z �

　これを� ]  ��に代入すると　　
�L� 
�Z �

�Z �
 �

　よって　　�L Z��  � Z��

　両辺を���乗すると

　　　　　　 ��Z �  � ��Z �

　ゆえに　　�Z 
�� � 
�Z �  ��Z 
�� � 
�Z �

　　　　　　�Z 
�� �Z 
��  ��Z 
�� �Z 
��

　両辺を展開して整理すると

[�

�\

�2 ���

�

Z

Z

　　　　　　ZZ��Z��Z�� �

　ゆえに　　�Z 
�� �Z 
��  �

　すなわち　 ��Z �  ��

　よって　　 Z��  �

　これは，点���を中心とする半径���の円である。

���　右の図から　　 Z ���� �

　等号が成り立つのは�Z ��のときである。

　よって， Z �は�Z ��のとき最大値���をとる。

���　 D  E  ��から　　 �D  �E  �13

　よって　　DD �，EE �　……�①

　D�E�� ��から　　D�E ��　……�②

　また， ��D E � ��であるから

　　　　　　　�D�E�� �　……�③

　①�から　　D 
�

D
，E 

�

E
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　これを�③�に代入して　　
�

D
�
�

E
�� �

　分母を払って整理すると　　DE ���D 
�E

　②�を代入すると　　DE �　……�④

���　②，④�から　　 �D � �E  �
� 
�D E ��DE

　　　　　　　　　�　�　　 �
� 
�� ��･� ��

]�
�

]
 �FRVK �の分母を払って整理すると　　 �] �� 
�FRVK ]�� �14

]�について解くと　　] FRVK�( ��FRV K �  FRVK�(� �VLQ K

　　　　　　　　　　� FRVK�LVLQK

>�@　] FRVK�LVLQK �のとき

　 �]  �
� 
�FRVK LVLQK  FRV�K�LVLQ�K

　
�
�]
 ��]  ��

� 
�FRVK LVLQK  FRV � 
��K �LVLQ � 
��K

　　�� FRV�K�LVLQ�K

　よって　　 �] �
�
�]
 �FRV�K

>�@　] FRVK�LVLQK �のとき

　 �]  �
� 
�FRVK LVLQK  �

� ��FRV � 
�K LVLQ � 
�K

　　 FRV � 
��K �LVLQ � 
��K  FRV�K�LVLQ�K

　
�
�]
 ��]  ��

� 
�FRVK LVLQK  ��
� ��FRV � 
�K LVLQ � 
�K

　　�� FRV�K�LVLQ�K

　よって　　 �] �
�
�]
 �FRV�K

>�@，>�@�から　　 �] �
�
�]
 �FRV�K

�] �
�
�]
 ��であるから　　�FRV�K �　　　　ゆえに　FRV�K 

�

�

��K�
S

�
�より����K��S�であるから　　�K 

S

�
，
�

�
S，
�

�
S

したがって　　K 
S

��
，
�

��
S，

�

��
S
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[�

�\

�2

�
$

(�S

�

���　 ]��(� 
�L ���から，点�]�の存在範囲は，点�

　$��(� 
�L �を中心とする半径���の円の周および内部。

　また　　Z LW]

　　　　　��� W�FRV
S

� ��LVLQ
S

�
]

　よって，点�Z�は点�]�を原点を中心として�
S

�
�だけ回転

　して，さらに原点からの距離を�W�倍した点である。

　L�(� 
�L  ���(� L �より�% � 
��� (� L �とすると，

15

[�

�\

�2

(�
% �

W
S

�

��

LW]

　��W���であるから，点�Z�の存在範囲は，線分�2%�

　上の原点を除く点��W�(� LW�を中心とする，半径�W�

　の円の周および内部。図示すると，右図の斜線部分。

　ただし，原点を除き，境界線は含む。

���　����の結果から，Z�の偏角�K�のとりうる値の範囲は

　　　　　　
S

�
�K�

�

�
S
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