
%$6,&＋6WDQGDUG問題
������と�������の最大公約数を求めよ。１

次の方程式の整数解をすべて求めよ。２

���　��[���\ �　　　　　　　　　　　　���　���[���\ �

����方程式�[\��[��\ ��の整数解をすべて求めよ。３

����方程式��[\��[�\ ��を満たす���つの整数�[，\�の組をすべて求めよ。

Q�は自然数とする。 �Q ���Q�����が素数となるような�Q�をすべて求めよ。４

���������の正の約数の個数を求めよ。５

���������の正の約数の総和を求めよ。

Q�を正の整数とする。1 ����Q �とすると，(1 �が整数になるような最小の�Q�の値を求６

めよ。

 ������ �[ �[\ �\ �[ �\ � ��を満たす整数の組�� [，\ �を求めよ．７

次の等式を満たす自然数�[，\，]�の組をすべて求めよ。８

���　[\] [�\�]　�[�\ �]

���　
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　�[�\ �]

実戦問題
��

��
，
��

��
�のいずれに掛けても積が自然数となる分数のうち，最も小さいものを求めよ。９

方程式�  ���[ ���\ ���を満たす整数解�[��\�をすべて求めよ．10

次の等式を満たす自然数�[，\，]�の組をすべて求めよ。11

　　　　　　
�

[
�
�

\
�
�

]
 �

自然数�1�を���進法で表すと���桁の数�
� ��

DEF �になり，��進法で表すと���桁の数�
� ��

FDE �になる12

という。D，E，F�を求めよ。また，1�を����進法で表せ。

�����を素因数分解すると， D� ･
E� ･

F� ･
��� ･

��� ･
��� �……�となる。D，E，F�の値を求めよ。13

素数�S，T，U�に対して�� �S TU��� �S �T U��� �ST U �������が成り立つとき，�S，T，U�の値14

を求めよ。
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S　���１

S　N�は整数とする。２

　　　���　[ ��N���，\ ���N���　　���　[ ��N���，\ ���N���

S　� [，\  � ��，�� ，� ��，�� ，� �，� ，� ��，�� ，� ��，� ，� ���，�３

S　� [，\  ���， �� ，� �，�

S　Q �，��４

S　���　��　　���　����５

S　���６

S　  � [，\ � �，�� ，� �，��７

S　���　� [，\，]  � �，�，� 　　���　� [，\，]  � �，�，�８

S　
���

�
９

S　  [ ���� ���W��  \ �� ��W��W�は整数��10

S　� [，\，]  � �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，11

　　　　　　　　��� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，�

S　D �，E �，F �；1 ��12

S　D ��，E ��，F ��13

S　�ア�　�　　�イ�　�　　�ウ�　��14
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　����� �����･������

　����� ����･������

　������ ����･�����

　������ ���･�����

１

　　��� ���･���

よって，最大公約数は　���

���　　　　　　��[���\ �　　　　　　��……�①２

　[ ��，\ ���は，��[���\ ��の整数解の��つである。

　よって　　　��･�����･� ��  �

　両辺に���を掛けると

　　　　　　　��･�����･� ���  �　　���……�②

　①－②�から������[ ��� ����\ ���  �　……�③

　���と����は互いに素であるから，③�のすべての整数解は　

　　　　　　　[��� ��N，\��� ���N���N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N���，\ ���N������N�は整数�

U��　���と����に互除法を用いると

　�� ��･����　　移項すると　�� �����･�

　�� ��･���　　��移項すると　� �����･�

　�� �･���　　����移項すると　� ����･�

　� �･���　　　��移項すると　� ���･�

　よって　� ���･� ������� ･� ･�

　　　　　�� �･����･� ������ ･� ･����･�

　　　　　�� ��･����･� ��･�������� ･� ･�

　　　　　�� ��･�����･� ��

U��　D ��，E ���とおく。

　�� �����･��より　�� E�D･� ��D�E

　� �����･��より　���� D����D �E ･�

　　　　　　　　　　　� �D��E

　� ����･��より　　�� ���D �E ���D ��E

　　　　　　　　　　　� ���D��E

　� ���･��より　　���� ��D ��E �����D ��E

　　　　　　　　　　　� ��D��E

　よって，��D��E ��より　��･�����･� ��  �

���　　　　　　���[���\ �　　　　　　�……�①

　[ ��，\ ����は，���[���\ ��の整数解の���つである。
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　よって　　　���･� �� ���･� ���  �

　両辺に���を掛けると

　　　　　　　���･� ��� ���･� ���  �　……�②

　①－②�から�������[ ��� ����\ ���  �　……�③

　����と����は互いに素であるから，③�のすべての整数解は

　　　　　　　[��� ��N，\��� ���N　�N�は整数�

　したがって，①�のすべての整数解は

　　　　　　　[ ��N���，\ ���N���　�N�は整数�

U��　����と����に互除法を用いると

　��� ��･����　　移項すると　�� ������･�

　�� ��･����　　��移項すると　�� �����･�

　�� ��･���　　　移項すると　� �����･�

　�� �･���　　　��移項すると　� ����･�

　よって　� ����･� ��������� ･� ･�

　　　　　�� ��･����･� ������ ･� ･����･�

　　　　　�� ��･����･� ��･��������� ･� ･�

　　　　　�� ���･� �� ���･� ���

U��　D ���，E ���とおく。

　�� ������･��より　�� D�E

　�� �����･��より　���� E��D �E ･�

　　　　　　　　　　　　� ��D��E

　� �����･��より　　� �D �E ����D ��E

　　　　　　　　　　　��� �D��E

　� ����･��より　�　�� ���D ��E ���D ��E ･�

　　　　　　　　　　�　�� ��D���E

　よって，��D���E ��より　���･� �� ���･� ���  �

[\��[��\ �[ �� �\ �� ����であるから，方程式�[\��[��\ ��を変形すると３

　　　�[ �� �\ �� ��� �　　　　すなわち　　�[ �� �\ ��  ��

[，\�は整数であるから，[��，\���はともに整数である。

積が����になる整数�[��，\���の組�は

　　　�[��，\ ��  ��， �� ，��， �� ，��， �� ，� ��，� ，� ��，� ，� ��，�

よって，求める整数解は

　　　� [，\  � ��，�� ，� ��，�� ，� �，� ，� ��，�� ，� ��，� ，� ���，�

�[\��[�\ ��から　　��[ �� �\ ��  �

[�は整数であるから，�[���は���で割ると���余る整数である。

よって　　��[��，\ ��  ���， �� ，� �，�
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したがって　　� [，\  ���， �� ，� �，�

　　　 �Q ���Q���� �Q �� �Q ��� 　または　 �Q ���Q���� �� �Q ��� �Q４

Q��!Q���，��Q����Q �であるから， �Q ���Q�����が素数であるとき

　　　Q��� �　または　��Q �

Q��� ��より　�Q ��，　　��Q ��より　　Q �

Q ���のとき　��� �Q ���Q���� ��･� ��　�素数�

Q ��のとき　　� �Q ���Q���� �･�� ��　�素数�

よって，求める自然数�Q�は　　Q �，��

�����を素因数分解すると　���� �� ･�･
��５

よって，�����のすべての正の約数は�������
�� � �� �� �� ���� � �� �を展開したときの

項として���つずつ出てくる。

���　�����の正の約数の個数は　�� �� �� �� �� ��  ����� �����個�

���　�����の正の約数の和は

　　　　　�����
�� � �� �� �� ���� � ��  ������ �� �� �� ���� ���

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　� ������� ����

�����を素因数分解すると　　���� �･
�� ･�･�６

�����に��･�･�･��を掛けると，
�� ･

�� ･
�� ･

�� �すなわち� �
� ･･･�

�� � � �になる。

よって，Q�の最小値は　　Q �･�･�･� ���

左辺を�\�について整理すると　  �����\ �� �[ � \ � �[ �[ � ��……�①７

\�は整数であるから，判別式�'�について， �' ��であることが必要．

 
'

�
��� �[ � � ��� �[ �[ � ��

すなわち　 ���� �[ �[ � �

よって　 �� ��[ � � ��[ � �

ゆえに　 �
�

�
�[
�

�
　　これを満たす整数�[�は　  [ �

このとき，①�は　  ���\ �\ � �

ゆえに　  � �\ � � �\ � �　　よって　  \ ��，��

したがって　  � [，\ � �，�� ，� �，��

���　[�\�] �であるから　　[\] [�\�]�]�]�] �]８

　よって，[\]��] �の両辺を正の数�]�で割ると　　[\��

　これを満たす�[�\�である自然数�[，\�の組は　　[ �，\ �

　このとき，与えられた等式は　　�] ����]

　よって　　　　] �

　このとき，\�] �を満たす。

　したがって　　� [，\，]  � �，�，�
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���　��[�\�] �であるから　　　
�

]
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\
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[
　���……�①

　よって　　
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　したがって　　[�
��

�

　[�は自然数であるから　　[ �

　このとき，与えられた等式は　　
�

�\
�
�

�]
 
�

�
　……�②

　①�から　　
�

�
 
�

�\
�
�

�]
�
�

�\
�
�

�\
 
�

�\

　したがって　　\�
�

�

　\�は自然数で，� [�\�であるから　　\ �，�

　\ ��のとき，②�から　　
�

�]
 �

�

�

　これを満たす自然数�]�はない。

　\ ��のとき，②�から　　
�

�]
 
�

��

　よって　　] �　�\�] �を満たす�

　したがって　　� [，\，]  � �，�，�

求める分数を�
D

E
��D，E�は互いに素である自然数��とする。９

��

��
�

D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�①

��

��
�

D

E
�は自然数となるから　　D�は����の倍数，E�は����の約数　……�②

求める分数�
D

E
�を最小にするには，D�を最小にし，E�を最大にするとよい。

①，②�から

　　　　　D�は����と����の最小公倍数，E�は����と����の最大公約数

とすればよい。

よって　　D ���，E �

したがって，求める分数は　　
���

�

方程式を変形して　  ��[ ��� �� �\10

���と����は互いに素であるから，  [ ��V��V�は整数��とおける．ゆえに　  ��V �� �\
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よって　  �\  �� ��V �� �� V ��V

ここで，  �V � �W��W�は整数��とおけるから�  \  �W �V  �W �� ��W � �� ��W

したがって　  [  ��V  ��� ��W � ���� ���W��W�は整数�

[，\，]�を入れ替えても，もとの式と変わらない。11

[，\，]�は自然数であるから，��[�\�]　……�①�と仮定する。

　　　　
�

]
�
�

\
�
�

[
　……�②

よって　� 
�

[
�
�

\
�
�

]

　　　　���
�

[
�
�

[
�
�

[
 
�

[

ゆえに　[��

[�は自然数であるから　[ �，�，�

>�@　[ ��のとき

　与式から，
�

\
�
�

]
 ��となり，これを満たす自然数�\，]�はない。

>�@　[ ��のとき

　与式から　
�

\
�
�

]
 
�

�
　……�③

　②�から　
�

�
 
�

\
�
�

]
�
�

\
�
�

\
 
�

\

　ゆえに　\��

　\�は自然数で�� [�\�であるから　\ �，�，�

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 �　　これを満たす自然数�]�はない。

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

　\ ��のとき　③�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

>�@　[ ��のとき

　与式から　
�

\
�
�

]
 
�

�
　……�④

　②�から　
�

�
 
�

\
�
�

]
�
�

\
�
�

\
 
�

\

　ゆえに　\��

　\�は自然数で，� [�\�であるから　\ �

　このとき�④�から　
�

]
 
�

�
　　よって　] �　�\�] �を満たす�

以上から　� [，\，]  � �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，�
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よって，①�の条件をはずして考えると，求める�[，\，]�の組は

　　� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，� ，

　　� �，�，� ，� �，�，� ，� �，�，�

� ��
DEF �は���桁の���進数であるから　　��D��，��E��，��F��12

� ��
FDE �は���桁の���進数であるから　　��F��，��D��，��E��

よって　　��D��，��E��，��F��　……�①

1�を����進法で表すと

　　　1 
� ��

DEF  D･
�� �E･

�� �F･
��  ��D��E�F

　　　1 
� ��

FDE  F･
�� �D･

�� �E･
��  ��F��D�E

よって　　　　��D��E�F ��F��D�E

整理すると　　�D��E ��F　……�②

ここで，①�から

　　　　　��F �D��E��･���･� ��

ゆえに　　F�
��

�
 ���……

よって，①�から　　F �

②�に代入すると　　�D��E ��

これと�①�を満たす整数�D，E�は　　D �，E �

したがって　　D �，E �，F �

また　　1 ��･���･��� ��

��から�����までの自然数うち13

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q �� �の倍数はない。

よって　　D �������������� ��

次に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　��

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q �� �の倍数はない。
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よって　　E ��������� ��

更に，��から�����までの自然数のうち，

　��の倍数の個数は，����を���で割った商で　　�����

　 �� �の倍数の個数は，����を� �� �で割った商で　　�

　���� �� �であるから， Q� ��Q �� �の倍数はない。

よって　　F ���� ��

与えられた等式から　　STU��S �T �S ���T  ������������　……�①14

S，T，U�は素数であるから，�，�，��，��，���のいずれかである。

また，�S�T���であることがわかる。

もし��S�T ��であるとすると，これを満たすのは�S �，T ���のときだけである。

このとき�S���T ����となり，①�を満たさない。

よって，�S�T�は��，�，��，��，���のいずれかであり，更に，

S���T�����･� �� �であるから　　S���T ��

これを満たすのは　　S ア�，T イ�

このとき，�S�T ���であるから　　U ウ��
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