
%$6,&問題
関数�I � [  

�D[ E

��[ �
�が�[ ��で極大値���をとるように，定数�D，E�の値を定めよ。１

また，このとき，関数�I � [ �の極小値を求めよ。

関数�I � [  
�[ D

��[ �
�が極値をもつような定数�D�の値の範囲を求めよ。２

67$1'$5'問題
次の極限値を求めよ。ただし，定理を用いた場合はその名称を明記すること。３

　　　　　　　　　　
�[ ��
OLP

�[H VLQ [H

�[ VLQ[

点��D，���から，関数�I � [  �� �[ [H �のグラフに引いた接線の本数を求めよ。４

�

$

%

&

&

K

右の図のように幅���のテープを端点�&�が辺上にくるよう

に折るとき，△$%&�の面積が最小になるような�K�とそ

のときの面積を求めよ。

５

D!�，E!��とする。定点�$�� D，E �を通り，傾き�P��P����の直線が，[�軸，\�軸と交わ６

る点をそれぞれ�3，4�とする。原点を�2�とするとき，△234�の面積�6�の最小値を求め

よ。

実戦問題

D�を定数とし，I � [  
�[

��[ D
�とするとき，次の問いに答えよ。７

���　曲線�\ I � [ �の変曲点の個数を�D�の値によって調べよ。

���　D ���のとき，曲線�\ I � [ �の漸近線の方程式を求めよ。

���　[�を正の数とするとき，ORJ� ���
�

[
�と�

�

�[ �
�の大小を比較せよ。８

���　
����
����

� ���
����

����
�と�

����
����

� ���
����

����
�の大小を比較せよ。

一直線をなす海岸の地点�$�から海岸線に垂直に���NP�離れた沖の舟に人がいる。この人９

が，$�から海岸に沿って����NP�離れた地点�%�に最短時間で到着するためには，$%�間

の�$�から何�NP�離れた地点に上陸すればよいか。ただし，舟の速さを���NP�時，人の

歩く速さを���NP�時�とする。
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S�　D �，E �；��[ ���で極小値��
�

�
１

S　D���，��D２

S　�３

S　D���，��D�のとき���本；D ��，��のとき���本；���D���のとき���本４

S　K 
S

�
�で最小値�

��(�
�

５

S　�DE６

S　���　D���のとき���個，D ��のとき���個，D!��のとき���個７
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I � � [  
�D� ��[ � ･� �D[ E �[

�
� ��[ �

 
��� �D[ �E[ �D
�

� ��[ �
１

I � [ �が�[ ��で極大値���をとるとき　　I � � �  �，I � �  �

すなわち　　
�D �E

�
 �，

�D E

�
 �　　　　　これを解くと　D �，E �

[ … �� … � …

I � � [ � � � � �

I � [ �

極小

�
�

�

�
極大

�
�

このとき　I � [  
��[ �

��[ �

　　　　　I � � [  
���� �[ �[ �
�

� ��[ �

　　　　　　　�� 
��� �[ � � �[ �

�
� ��[ �

よって，I � [ �の増減表は右のようになり，条件

を満たす。

したがって　　D �，E �；��[ ���で極小値��
�

�

�[ ��
��であるから，定義域は　[
��２

　　　　　I � � [  
���[ � ･� �[ D �[

�
� ��[ �

 �
���[ �D[ �
�

� ��[ �

I � [ �が極値をもつための条件は，��次方程式�
�[ ��D[�� ��が異なる���つの実数解を

もち，その解が���または����でないことである。

ゆえに，��次方程式� �[ ��D[�� ��の判別式を�'�とすると

　　　　　
'

�
 �D ��!�　……�①�，　���D��
�　……�②

　　　　　���D��
�　　……�③

①�から　���D���，��D

このとき，②，③�を満たす。

よって，求める�D�の値の範囲は　　D���，��D

[� �� ��であるから，[!��としてよい。このとき　　VLQ[�[３

関数�I � [  
[H �はすべての実数�[�で微分可能で，I � � [  

[H �であるから，区間�� �VLQ[，[

において平均値の定理を用いると

　　　　　　　　　
�[H VLQ [H

�[ VLQ[
 FH ，　VLQ[�F�[

を満たす実数�F�が存在する。

�[ ��
OLP VLQ[ �，

�[ ��
OLP [ ��であるから　　

�[ ��
OLP F �

したがって　　　　
�[ ��
OLP

�[H VLQ [H

�[ VLQ[
 

�[ ��
OLP FH  �H  �
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I � � [  �
[H ��� �[ [H  � [[H４

曲線�\ I � [ �上の点�� W，I � W �における接線の方程式は

　　　　　　\ � WWH �[ �W ��� �W WH �

すなわち　　\ � WWH [��
�W �W �� WH

この直線が点�� D，� �を通るとき　　� WWH D��
�W �W �� WH  �　……�①

W ��は，この方程式の解ではない。

また， WH !��であるから，方程式�①�は�D W���
�

W
�と同値である。

J � W  W�
�

W
���とすると　　J � � W  ��

�
�W
 

��W �
�W

�2

\ D
\ J � W

�

�

��

��

D
W … �� … � … � …

J � � W � � � � � � �

J � W � �� � � � � �

��

\

W

J � � W  ��とすると　　W ��

J � W �の増減表は次のようになる。

また　　
�W 
OLPJ � W  ，

�W �
OLP J � W  �，

　　　　
�W ��
OLP J � W  ，

�W ��
OLP J � W  �

よって，\ J � W �のグラフの概形は図のようになる。

このグラフと直線�\ D�の共有点の個数が，方程式�D J � W �の異なる実数解の個数，

すなわち，求める接線の本数に一致する。

したがって，求める接線の本数は，図から

　　D���，��D�のとき����本；D ��，��のとき����本；���D���のとき����本

T　①�を変形すると　　�
�W ��D �� W ��� WH  �

　 WH !��であるから　　 �W ��D �� W�� �　……�②

　曲線�\ I � [ �において，接点が異なれば，接線は異なる。

　よって，点��D，���を通る接線の本数は，W�の���次方程式�②�の実数解の個数に等しい。

　②�の判別式を�'�とすると

　　　　　　' �
� ��� �D � �� �D ��D�� �D �� �D ��

　したがって，求める接線の本数は

　　　　　　'!�　すなわち　D���，��D�のとき　　��本

　　　　　　' �　すなわち　D ��，�　　のとき　　��本

　　　　　　'��　すなわち　���D��　����のとき　　��本
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�

$

%

&

&

K

[

K

$& [��とおくと

　　　　　[�VLQ �K �，%& [�WDQK

���K�
S

�
�であるから　　��K�

S

�

よって　　6 
�

�
$&･%& 

�

�
�[ �WDQK

５

　　　　　��� 
�WDQK

�VLQ �K
 

�VLQK
�

� �VLQKFRVK FRVK

　　　　　��� 
�

VLQK �FRV K
　���K ��

S

�

ゆえに，I � K  VLQK
�FRV K �が最大のとき�6�は最小値をとる。

　　I � � K  FRVK
�FRV K�VLQK ･�

�FRV K ･� �VLQK

K � …
S

�
…

S

�

I � � K � � �

I � K � 極大 �

　　　　�� �FRV K �
�FRV K �� �VLQ K

　　　　�� �FRV K ��
�FRV K ��

　　　　�� �FRV K ��FRVK �(� ��FRVK �(�

I � K �の増減表は右のようになる。

よって，I � K �は�K 
S

�
�で最大値�

�(�
��
�をとる。

このとき，6�は最小となり，最小値は　　
�

�(�
��

 
��(�
�
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[�

�\

�2

� D，E

6

D�
E

P

�PD�E

定点�$�� D，E �を通り，傾き�P � �� �の直線の方程式は

　　　　　　　\ P�[ �D �E　……�①

と表される。

①�において　　\ ��とすると　[ D�
E

P

　　　　　　　�[ ��とすると　\ �PD�E

ゆえに　　3��D ��
E

P
，� ，4���，�PD �E

よって　　6 
�

� �D ��
E

P ��PD �E

６

　　　���　　 
�

� ��
�D P�

�E

P ���DE

P … �
E

D
… �

I � � P � � �

I � P � �DE �

ここで，I � P  � �D P�
�E

P
��DE�とすると

　　　I � � P  � �D �
�E
�P
 � � �DP E � �DP E

�P

I � P �の増減表は右のようになる。

I � P �の最小値が��DE�であるから，6�の最小値は

　　　　　　
�

�
･�DE �DE

このとき　　3�� �D，� ，4�� �，�E

T　>6�の最小値の計算@

　W �P�とおくと，W!��であるから，相加平均���相乗平均の大小関係により

　　　　　　　�6 �D W�
�E

W
��DE��) �D W･

�E

W
��DE �DE

　等号は� �D W 
�E

W
�すなわち�W 

E

D
�のとき成り立つ。

　このとき，3�� �D，� ，4�� �，�E �であり，6�の最小値は��DE�である。�
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���　I � � [  
�� �[ � ��[ D ･

�[ �[
�

� ��[ D
 

��[ � �D[
�

� ��[ D
７

　I �� � [  
�� �� �[ �D[ �

� ��[ D ･･� ��[ � �D[ �� ��[ D �[
�

� ��[ D

　　　�� 
�[� ��� �� �[ �D � ��[ D �� ��[ � �D[

�
� ��[ D

 
�D[� ��D �[

�
� ��[ D

���　I �� � [  �
�D[� ��[ �D

�
� ��[ D

�の符号の変化を調べると

　>�@　D���のとき　　 �[ ��D!�

　　よって，[ ��の前後で�I �� � [ �の符号は変わるから，変曲点は���個。

　>�@　D ��のとき

　　I � [  [���[ 
� �であり，変曲点をもたない。

　>�@　D!��のとき

　　[ �(�D ，�，(�D �の前後で�I �� � [ �の符号は変わるから，変曲点は���個。�

　以上から

　　D���のとき���個，D ��のとき���個，D!��のとき���個。

���　I � [  
�[

��[ �
 [�

[

��[ �
�と表され

　　　
�[ �� �
OLP I � [  ，

�[ �� �
OLP I � [  �，

�[ ��� �
OLP I � [  ，

�[ ��� �
OLP I � [  �，

　　　
�[ �
OLP � ��I � [ [  

�[ �
OLP

[

��[ �
 

�[ �
OLP

�

[

��
�
�[

 �

　よって，求める漸近線の方程式は　　[ ��，\ [
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���　[!��のとき，I � [  ORJ� ���
�

[
�

�

�[ �
�とおくと８

　　　　I � [  ORJ � �[ � �ORJ[�
�

�[ �

　　　　I � � [  
�

�[ �
�
�

[
�

�
�

� �[ �

　　　　��　　 
��[� �[ � �

� �[ � [

[ �
� �[ �

 �
�

[ �
� �[ �

��

　よって，I � [ �は単調に減少する。

　
�[ 
OLPI � [  ��であるから，[!��のとき　I � [ !�

　したがって　　ORJ� ���
�

[
!

�

�[ �

���　J � [  ORJ
[

� ���
�

[
�とおく。

　　　　J � [  [�ORJ � �[ � ��ORJ[

　　　　J � � [  ORJ � �[ � �ORJ[�[�
�

�[ � ��
�

[

　　　　��　　 ORJ� ���
�

[
�

�

�[ �

　���から�J � � [ !��となり，J � [ �は単調に増加する。

　よって　
����

����
�
����

����
　から　J� �

����

����
�J� �

����

����

　　　　ORJ
����
����

� ���
����

����
�ORJ

����
����

� ���
����

����

　ゆえに　
����
����

� ���
����

����
�

����
����

� ���
����

����
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��NP�時

��NP�時

$ %

��NP

���NP

3

+[�NP

舟のいる地点を�3，上陸すべき地点を�+�とする。

$+ [��NP��とすると����[�����であり

　　　3+ ( ��[ �� ，　%+ ���[

地点�%�に到着するまでの所要時間を�W��時間��とする

と　　W ( ��[ ��

�
�

��� [

�

　　　W � 
[

�( ��[ ��
�
�

�
 

��[ �( ��[ ��

��( ��[ ��

９

W � ��とすると　　�[ �( ��[ �� 　　　　　　両辺を���乗して　　�� �[  ���
�[ ���

[ � … �� … ��

W � ���� � � � �

W � � 極小 � �

よって　　 �[  ���　　　　　　　　　　��[����から　[ ��

W�の増減表は右のようになる。

したがって，W�は�[ ���のとき最小となる。

よって，$�から����NP�の地点に上陸すればよい。
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